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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

(quatriéiie note); 

Par m. Edmoiid MAILLET. 



I. 

Considérons la fonction e'^ : c'est une fonction entière d'ordre fini p, 
si p est fini. 






Soit, plus généralement, l'expression (*) jr = a^^^'' , oii nous fai- 
sons a, = a, = . . . = rty^_^, = e. 
Nous poserons 



(*) Nous mentionnerons pour cette expression la notation y = cii ^a^ ^a^ , , . ^aj^^^ ^a: 
de M. V. Aubry {Interm, des Math.^ iQoS, p. 53). Ici nous pouvons nous contenter d^une 
notation plus simple, puisque a| = a^ = . . . ^ e. 

La présente Note est la suite de trois Notes antérieures : i<» Journ, de Math,^ '902, 
p. 829; 2® Ann, Fac. TouL, 1902, p. 447» ^° ^^^' ^^^' ^cith,, fasc. 1, 1908, p. 27. Ces 
quatre Notes développent diverses communications àes Comptes rendus (1902, i*'' semestre, 
p. 275 et 4o5; 2" semestre, p. 891 et 889; 1908, !•'' semestre, p. 348; 2« semestre, p. 4o5 
et 478)» 6t peuvent être regardées comme se rattachant. Il suffit à peu près pour les lire de 
connaître le Cours d'Analyse de l* Ecole Polytechnique et les Leçons sur les fonctions 
entières de M. Borel. 

/. E. P., 2* s. (C. n* 10). I 
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De même, nous poserons 

log loger =logj,a,', loglog3.r = log3j', . . ., 

log^,(a:) = a: = log,^, ( jr) = . _ = log,^^(a?), 
log,.,^A(^) = €,{x), \o^H^ie,{x) = log,(a:). 

La fonction j, pour X:^ i , est alors une fonction entière d'ordre inlini. 
Nous dirons que cette fonction est d'ordre (X-, p). 

Une fonction entière qui, pour a? infini, croît plus vite que ^^^(a?^), quel 
que soit p fini, est d' ordre ^{k^z)\ si elle croît plus vite que <?;^^,(.rP"^), 
moins vite que Cf^^^ («X'^"*"^)? si petit que soit e fini positif, elle sera d'ordre 
{k^ p) ; si elle croît plus vite que ^;j^,(j;P)quel que soit k^ nous dirons pro- 
visoirement que cette fonction est d'ordre transjini. 

Nous ne considérerons, dans ce qui suit, que les fonctions entières 
. d'ordre non transfini. 

Ceci posé, nous rappellerons que M. P. Boutroux (*) a basé un com- 
mencement de classification des fonctions entières de genre infini sur la 
considération des produits convergents de facteurs primaires ayant les 
mêmes zéros. 

Il indique, par exemple, ces résultats : soita^ le ^^"'^'zéro (les zéros étant 
rangés par ordre de modules croissants). Certaines fonctions entières 
Gfz) pour lesquelles on a, à partir d'une certaine valeur de /, 

1 

«ii>i'og^*r' 

sont appelées par \\\\ fonctions de type exponentiel simple : Vinégalité 

\ et (S étant des membres positifs, entraine pour elles à partir d'une 
certaine valeur de \z\ 

lG(z}l<e--^'-^'K^)', 

quelque petit que soit t. 

{^) Comptes. rendus, i" semestre 1902, p. 619. 
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S'il existe un nombre fini a tel que Ton ait, à partir d'une certcaine 
valeur de /, 



«/>(log,0 ', 



on a, a partir d'une certaine valeur de \z\, 



( I -H 6 ) ! 5 / 

e 



£ tendant vers o avec: — ', et ainsi de suite. 

Malheureusement, les démonstrations de M. Boutroux ne sont pas 
encore publiées ('). 

Nous nous proposons d'indiquer ci -dessous nne classification des fonc- 
tions entières d'ordre infini, mais non transfini, dont les résultats présen- 
teront une certaine analogie avec ceux de M. Boutroux, mais qui ne 
s'appuie pas sur la considération des racines de ces fonctions entières, ni 
sur leur représentation à l'aide de produits infinis. C'est l'élude directe 
de ces fonctions, basée sui* la connaissance du mode de décroissance des 
coefficients, qui nous donnera cette classification, nous permettra de 
définir en même temps, par extension des définitions de M. Borel pour les 
fonctions de genre fini, la régularité de la croissance des fonctions entières 
d'ordre infini, et nous conduira, pour cette régularité, à un critère ana- 
logue à celui que nous avons déjà indiqué (*) au sujet des fonctions 
entières d'ordre fini. Ceci nous permettra alors de généraliser, pour les 
solutions des équations différentielles, des résultats déjà obtenus par 
nous (') dans un cas étendu. 

La plupart de ces propriétés restent vraies pour les fonctions quasi- 



(') Elles ont paru depuis la rédaction de ces lignes dans la Thèse de M. Boutroux, p. 94 
et suiv. (voir Acta Matli., 1908). 

(') Comptes rendus, i" septembre 1902, p. 391, et Ànn. Fac. TouL, 1902, p. 447« 
(») Idem. 
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entières et les fonctions monodromes ayant un point singulier essentiel 
isolé. 

Dès lors, si ces solutions ne sont pas d'ordre transfîni aux environs d'un 
point critique, la détermination d'une valeur «isymptotique du maximum 
du module d'une de ces solutions pour|z| = r est ramenée à la déter- 
mination d'une valeur asymptotique du coeflicient d'une de ces solu- 
tions (*). 

Nous envisagerons encore, à titre d'exemple, des types d'équations 
différentielles particuliers : 

1° Équations linéaires d'ordre â: dont les coefficients sont des polynômes 
et dont la solution générale est une fonction entière; cette fonction est 
d'ordre fini et, quand les coefficients des polynômes sont rationnels, il y 
a k intégrales indépendantes qui sont d'ordre > o ou des polynômes; 

2^ Equations de la forme 

où A est un polynôme en j:*, ^ un polynôme eny*~*\ . . . , j, x; les solu- 
tions qui sont fonctions entrères d'ordre non tiansfini ont leur croissance 

régulière ; les solutions de la forme -7—^ ( F ) (^ fonction entière d'ordre non 

transfini) sont telles que ^'d sa croissance régulière. C'est le cas de l'équa- 
tion y^ = 6 j^ -h x* de M. Painlevé (*); 

3** Systèmes linéaires homogènes dont les coefficients sont des poly- 
nômes : les fonctions entières qui y satisfont sont d'ordre fini et à crois- 
sance régulière. 
— — — — ^ — ' 

• (^) La plupart des résultais indiqués dans notre Mémoire ont été communiqués à l'Aca- 
démie des Sciences {Comptes rendus, 9 février igoS, p. 348; 17 août iQoS, p. 4o5; 21 sep- 
tembre 1908, p. 4/8). C'est une occasion pour nous de mentionner que M. Pincherle avait 
obtenu, il y a plus de 20 ans {Hendiconti del R. Istituto Lombardo, série II, vol. XI, 
fasc. VIII, 9 mai 1878) une partie de notre théorème IV du Journ.de Math., 1902, p. 353, 
sur les sommes des puissances semblables des inverses des racines d'une fonction entière et 
l'extension des formules de récurrence de Newton. 
(') hul. Soc. Math., 1900, p. 204. 
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Enfin, nous indiquons, par une extension d'une méthode de M. fJa- 
f>ounoff(*), une limite de Tordre de grandeur dans le domaine de ^ = oc 
des solutions des systèmes linéaires homogènes du premier ordre à n fonc- 
tions de t quand les coeflicients sont des fonctions quasi-méromorphes 
d'ordre non tranafîni pour ^=^oc. Sauf dans le voisinage des pôles des 
coeHicientSy l'ordre de grandeur des solutions est au plus égal à celui de 
^'a+îCI^I^^) (s aussi petit qu'on veut, mais fini), si l'ordre des coefficients 
est au plus égal à celui de e^^^^ {f). 

Dans \\x\ paragraphe spécial, nous étudions les fonctions entières d'ordre 
zéro, qui forment une catégorie aus^i étendue que celle des fonctions 
entières d'ordre > o, fini ou non. Nous indiquons plus ou moins com- 
plètement une classification de ces fonctions, une valeur asymptotique 
du maximum du module pour [ j?[ = r, un critère de régularité de crois- 
sance. Ces fonctions comprennent les fonctions quasi-algébriques; des 
applications arithmétiques sont probables; nous en avons déjà quelques- 
unes (^). 



II. 



Considérons la série infinie (' ) 



2 



■ VI 



(logA»») 






avec ^'=îj 



(|£| aussi petit qu'on veut dès que /w^jx), ou encore, en supposant à 
partir du terme d'indice u* assez grand 



?• -? 



(*) Picard, Analyse, t. 111, p. 36?. 

(*) Voir Comptes rendus, i*"" février 1904, p- 262, et i5 février igo'i, p. 4'o; et Journal 
de Mathématiques, 1904, où nous complétons en noême temps la classification des fonctions 
entières d'ordre zéro. 

(•) Nous supposons ici log^^/n ^i, m ^e^ (i). 
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( aussi petit qu'on veut, mais fîniV la série 



2 



•m 



m 



(logAm)P 

Soit 

I I 

a?:=J^=[l0g,(/7?,-f.e)]P; 

on a 



m 



J"* _ r iogA(m<>4-9) 'l P 

^ L ^^S^m J 
(log*m)P 

(m, donné, 0^6^ i). 

Pour les grandes valeurs de m ce terme est très petit ; il est grand pouï- 
les valeurs de m petitesparrappoit à m^. Cherchons son maximum quand 
m varie ou celui de 

^«»= yL'^g*^* i^i + 6) — log,^,/w]. 
On a 

^:„=^[log*.,(m. + 6)-log,,,/7i]--'^^ï^^^^^ 



car 



dm ^ ^*'*'* ^ logA/n rf/n ^ 6a / • • • log^m logA.i m • . . log/n , m 
OU 

La fonction ^'^est constamment décroissante. En effet, soit 
X = loff. . , m H- , î— i = logA+i m H- Y ; 

Off"*-< logAm...logm ^"^^ ' 

— logY = log;^^,w4-. . . + log,m, 

_ Y^ I I 

Y logA/n . . . logm.m * * * \ogm,m 

X'=l-i-Y'=-(i '- .. —\ 

m m\ logAW...Iogm * *' logm/ 
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Alors X'^o dès que log^^m^ i, comme on le voit facilement et X' est 
toujours croissant 9 et J/^^ décroissant : 4'',„a au plus une racine réelle, et en 
a toujours une, dès que m^ est assez grand. 

Soit m^ la racine de ^\^^ : posons 

JogA^w» = log/'w. -h 6) — C- 
o = p.V = |og '°g*("»- + ^) _ , '— , 

^\ logA/na/ logA/na. . .logmj' 

. — ^^ — est petit si m^ est assez grand; en effet, pour C = o, ^-^^ < o; 
pour Ç = 2, par exemple, ç^'^^ > o. On a 

log(.+?) = ^:-^(^^,, o<lX|<i; 

Prenons 

^ = 1 ^ (C= «-H'^iai si A = i, Yi2>o,en tout cas); 






logAUla.. .logWa 

("4-T»a)^ 



/i 1 xa/ , -L..'*^ \^ logAm2...1og/Wa 

(log,ma...logm.)^^^i + /^j^^^j 



On en tire 



-, = (' + ^-')' > o 

2(log,ma...logma)^i+Xj^^-^j 



On peut prendre tIj tendant vers o avec — 
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( aussi petit qu'on veut, mais fini h la série 



2 



JC 



m 



m 



(log*m)P 

Soit 

I I 

a?=j^=[log,(m,-f-e)f; 
on a 

m 

ji"' _ r iogA(m<-h9) 'i7 

m — [ logent J 
(logAm)P 

(m, donné, of 6f i). 

Pour les grandes valeurs de m ce terme est très petit ; il est grand pour 
les valeurs de m petites par rappoit à m,. Cherchons son maximum quand 
m varie ou celui de 

^m= y [log*^, (n?, -f- Ô) — log,^,/w]. 
On a 

.m pL &*-*<\ I • y t>A-^i J p |og;tm... logm.//? 



car 



ir"(loSA-+.i''0 = 1 zi— Oos.m) = . . . = I j i , 

dm ^ ^"^^ ^ logffm dm ^ ^'^ ^ log^ //H ogA._i w ... log /??./?? 

I 

'L = J l log*.. (m, -H 6) - log,,, m] - ^ i„g^^ 1 .. i,g^ • 
La fonction à' est constamment décroissante. En effet, soit 

— log Y = log;t^, w 4- . . . + log, m, 

_ Y^_ I I 

Y logA/« . . . logm.m ' * ' log/?î.m 

^,^Y _^Y,^Y/ I ^ |_\ 

/n w \ logA/«. . . logm " ' logw/ 
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Alors X'^o dès que log^^w^ i, comme on le voit facilement et X' est 
toujours croissant, et «y ^ décroissant : '^'^a au plus une racine réelle, et en 
a toujours une, dès que m^ est assez grand. 

Soit m^ la racine de ^\^^ : posons 

log^w, = log,(m, -h 9) — C- 
o = Q'b = log 7^ ' — , i , 



. — ^^^ — est petit si m^ est assez grand; en effet, pour s = o, ^\„^ < o; 
pour C = 2, par exemple, p^,„^ > o. On a 



>\ > 



\^ 



log(n-;) = c;-^^^-p^,, o<|X|<i; 



'°K' + i^ 






Prenons 

^ = 1 ^^1 (C= i-hXj, si A==i , T2>o, en tout cas); 



•' __. 1 -f- yi2 



(i4-r.2) 



2 



2{\os,m,..Aosm,y(^i + }.j^y 



logffm^ • • • log//2 2 



On en tire 






On peut prendre r^^ tendant vers o avec — 
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Nous pourrons poser 



d'où 



*^ 2logA/?l2. -- log /llj logA/^la 2(l-f-T.2)' 









A — -^-^^— — — ^ 

1 H-7;a 



<3t,,, 






T, = aT,2, 



oïl I a I est limité, et, pour fixer les idées, < 20 ( * ). 
En résumé j la racine m, de ^'^^ = o est telle que 

avec Ti, = -i -. > o, T,, = a7i,, avec Ial<20, %^ et r 

tendant vers o fl^.^ec — 

/W2 

;;;> . 

(logA//l)P 
I 

pour r = [log^(/7i, + 6]P, est au plus égal à 



m. 



r iogA(m. + 6) 1 P 



(*) Od a, par exemple, 

I4-207i,> -— , 

1 — i5t„ 
car 

I -H 5^ij — 3oo7iJ > I -H 3t„ (m assez grand). 
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OU que 

logT<^' [log,^,(w, + 9) — log,^,m,J. 



Or 



log,.. {m, H- 6) = log [log,m, + |„g^ ,;^. ;';,,.,„, J 

= log...m,+ log [i 4- u,,J^^l,,n^ 



i-l-Ta: 



iog,..(/7î, + 9)=iog.../^^.+ i,^.^^^,^,;,g,,^ 



2 (logA/n, . . . logm^)- \ logA/^22 . • • io^ /«./ 



avec lini %^ = o pour w^ = x. 



log*.. (/". -t- 6) = log^. m, -f- t,g^J^..;';„g,„^ . 



OU 



** ** .» i^.r. ^* i'^'»">2 \ ^ ^ / logA/Wo . . . log/;/2 



r.,= 



loghfni...\ogm2^ 



avec liiîi r,^ = o pour m, = oo. 
Finalement 

</W2 I4-Tri5 



logT< 



p iog/fm2 • • • logm2 

Ici 

^P = log,(m. + 6) = log,m,4- t^g^_^;^;';i„g^^ , 

pour que 

il suffira 

log*..T<a?P-S 

y. E. p., 2* s. (C. nMO). :i 
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OU 



g.- i "-^ <\os,ni,<x^'=(log,m,^ , '-±^ 

o^ p logA/na . . . logwa ^ t)A 2_ y^ &a 2 iog^_^ m^ . . . 



I '/'2 

lOiT., — 



£ 

9 



\o^m2 



Il apparaît de suite que cette inégalité a lieu, même pour £ = 0, 
(|uaiid m^ est assez grand. 

Nous en concluons finalement : 

Le terme maximum de la série 



2 



•m 



tn 





(logAm)? 

est (l'ordre < e^^,(j:P). 

Comparons maintenant ce terme aux autres. Prenons le rapport d'un 
terme au suivant : c'est 

/n-f-i I 

X'» [logA(/« + i)]~r _ J log*(/w + i) r log»(m-t-_i) 1'" jp _ .. J 

[l0gA/M]P 

On a 

/ logA(m + i) \'"< 
V log*m ; -> ' ' 
on auru donc 

M>3P 

si 

log*(m-Hi)>3P|og,(m,-hO). 

Soit m + I = m, la plus petite valeur de /» -h i satisfaisant à cette 
inégalité : les termes d'indice > /n, ont une somme 






, (a;P) ^i-H : H- ^^ -h . . . ) = e,^, (a:P) ;^ 



La somme des termes précédents est 



< 



= "'3 <?*+•(*■'')• 
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Or, prenons 

^2 + 1 =^a-m('^*^); 

on aura 

dès que m^ est assez grand. Donc w,^^^^, (.rP). 

Finalement, on voit que la somme des termes de la série est au plus 
égale à 

/ 

même si A- = o. 
En effet, Ton a 

ou 

Admettons que l'on ait 
on aura 

* 

les 6, e', . . . désignant ici des quantités que Ton peut prendre aussi petites 
qu'on veut dès que x est assez grand. Nous en concluons finalement le 
lemme suivant : 

Lemme I. — La série 



(0 2""'^" 



I 2 
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où, dès que m dépasse une certaine limite ^ finie ^ les termes sont tels que 



(^0 



a 



|< 

m = 



(log*m) 



(p--h' 



(^•^) 



a son module au plus égal à 



'•*..(kr'). 



dès que \x\ dépasse une certaine limite finie ç, e, étant une quantité finie ^ 
positive^ que Von peut choisir aussi petite qu'on veutj pourvu que \i* et c, 
soient choisis suffisamment grands. 



III. 



Ce lemme va nous permettre d'étendre aux séries 



(0 



2 



a„.r 



m 



le critère de régularité de croissance indiqué par nous pour les fonctions 
entières d'ordre fini. 
Considérons la fonction 



2 



a v"* 



et soit M. le maximum du module de 



^<'>n^ 



pour 



X 



r. 



Si, pour |a:| > ç, Ton peut trouver des nombres k^ et p, tels que 



(3) 



^.,Js'~''')<^^r<e,,^Xr''^'-'), 
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quel que soit Xj nous dirons que la /onction \ ^/«•î^" est d'ordre {k^ , p^ ) 



et à croissance régulière. S'il y a une infinité de valeurs de r indéfini- 
ment croissantes, pour lesquelles 

si, pour toutes les valeurs de .r | > ç, on a 



(4) 



M.<e,.J/-P.-.), 



et si enfin il v a une infinité de valeurs de x de modules indéfiniment crois- 
sants pour lesquelles 



(5) 



M.<^,...(/-P-"M, 



et telles que k^ < A:,, ou k^=^k^ avec p, — p^ fini et limité, nous dirons 
encore que la fonction est d'ordre (A-, , p, ), mais à croissance irrégulière. 

Ceci posé, nous allons d'abord établir ce qu'on peut appeler la réci- 
proque du lemme I. 

Lemme il — Tout étant posé comme au lemme /, s'il y a dans In 
série ( i ) une infinité de valeurs de m telles que 



(6) 



a. 



m\ = 



(logA/w)\P 



(i-) 



m 



il y a une infinité de valeurs de x telles que pour | a; | = r 



^a^^ 



^*..(/'^-'-) 



i4 
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Nous savons que Ton a toujours 



■D 

2 



rt,„.r 



V« 



< 






d'après le lemme I. 

Supposons que, pour|.r| = r assez grand, 



{Ghis) 



^^.f^A.ll^^\ 



avec p — (J fini si grand que soit r et quel que soit r : on sait ( * ) que 



17) 



n 



< Mr eA+i (z-^) 



m I = .,m 



>.//< 



Donnons à m une valeur telle que 



a 



m = 



('og*n«) 



-•)»'' 



d'après (6), et à r la valeur 



/• = (Iog,m)'. 



On a, d'après (7), 



^'a+i (logA'W) X (log^w)"' 



G-) 



Wf 



> 



(log^m) ^ , 



ou 



e'"xi\og,m) 



m 



(r-) 



W 



= ('og,/w)% 



ce qui est impossible, p — a étant fini > o. On en conclut donc que, 

1 

pour r = (log^m)"", {6 bis) est impossible, et que M^> r^^, {r""). 

D'abord ceci démontre le lemme II ; de plus on a une infinité de valeurs 
de r indéfiniment croissantes telles 7^^ ^A+i(^^*) = '^r^^A+i(^^~^)) ^^i petit 



M 

(*) BoREL, Leçons sur les fonctions entières, p. 62. L'inégalîlé | «^ I S -7^ est, en efTel, 



vraie pour une fonction entière absolument quelconque. 
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que soit z fini ^ h savoir les valeurs (')^= (logykm)^ , oic m satisfait 
à (6) (e' positif aussi petit quon veut), c. q. F. d. 

Admettons maintenant que la fonction ^ a,^x"^ soit à croissance irré- 



gulière. On a toujours 

« 



f.n 



= f.m 



quel que soit r. 

Soient m, m-hô(ô^ i) deux valeurs consécutives de l'indice m satis- 
faisant à (6), les valeurs intermédiaires n'y satisfaisant pas : nous allons 
trouver une limite inférieure de ô en fonction de m. 

Soit réquation 

( 8 ) r^r = log^ a ' ( |x assez grand ) , 



(*) En effet, (7) donne pour 



' e- 



et 

' a„f I ^= 



I 



On peut prendre, pour m assez grand, |ei|<T, (r^ aussi pelit qu'on veut, mais fini et 

déterminé ).. Prenons e' = 2 T,, Si J,. (- -H eM 5 1, (log>t/w) '^^P "^^log^tm, 

\P / 

11 faudrait 

e'">(logA/M)'"^*'"*'^ — (logAm)'"^-^-«.)>(logAm)"*'i, 

ce qui est impossible pour m assez grand. 
Donc 

et ^r diffère d'aussi peu qu*on veut de - (lemme I). 

P . 
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OU 



(9) r^ = log,,,M,. 

Quand r varie d'une manière continue, il en est de même de M^ et 
de r^'r^ par suite aussi de la valeur a. Nous savons que, pour ll = m, il y a 
une solution telle que p — <J'r= s, (e^ tendant vers o quand m croît indé- 



finiment), avecr = (log^m)''' = (log^w)^""*». De même pour jjl = m + ô, 



P — ^r= <, r = (log,[TO + Ô])P-^i . 

Si r croît de o à -f- oc, sans être astreint à satisfaire à (8), r"'»- croît indé- 
finiment (constamment ou non), et varie d'une manière continue. Pour 
chaque valeur de tx, (8) a donc une solution r qui varie d'une manière 
continue avec (x. A toute valeur de \l correspond une valeur de r au 

moins; et, réciproquement, à chaque valeur der en correspond une de il. 

«0 

î.a fonction ^ a^^o^'^a, par hypothèse, sa croissance irrégulière : il y 

u 

a donc une infinité de valeurs de r indéfiniment croissantes, pour les- 
quelles p — <J'r = C(C fîni, positif, limité inférieurement). IjCS valeurs de u. 

correspondantes ne peuvent satisfaire à (6), sans quoi r serait de la 

I 
forme (logy^m)', et le raisonnement du lemme II conduit à une impossi- 
bilité : ces valeurs de \l sont ainsi comprises entre deux nombres de la 
forme m et, m -f- 6, avec m < (/. < m -+- 6 ; elles croissent d'ailleurs indéfi- 
niment, car on peut se borner à considérer des valeurs de r correspon- 
dantes telles que p — Ç soit fini. 

Finalement, nous voyons que nous pouvons déterminer une infinité 
d* intervalles m, m +6 tels que l'on peut y trouver un intervalle plus 
petit {x^, fjLj, et que^ quand jjl "varie entre tx, et \l^ dans (8), p — ^^J^ 
iX fini, positifs limité inférieurement et déterminé, quels que soient m et (/*, 

dans ces intervalles), pourvu que la fonction ^ ^ot*^*"* ^^^^ à croissance 



irrégulière. 
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Prenons une de ces valeurs (x, et soit {Jt. = /w + X (X positif < 0). 
D'après (7 è/>), (8) et (9), 

avec a^^a= p — ^ (C fini, limité infërieurementquel que soit m). Il faudra 
donc 

(log,ji.)"-"<^^(log,mj^p''V''\ 
ou 



m 



X^= 7 Jog,^i !^ — {^ — (^ + e)'^ÏOg,^, 77l<0. 



Pour {JL = /n ceci n'a lieu que si p — (T = e, (e, petit), ce que nous 
savions déjà : soit {x = m{log^^^ m)*^*. 
On a 



m 



Or 

log*+,[/n(Iog,^,m)'-"] =log*[Iogm -h (n- a)log*^;/n]; 

de plus 

En effet, soit 

!og F(a:) = — (logjix 4- ... -h Iog.c), 

P(x) _ / I 2 

F' (x) \ log* ,x . .. j- X 

F'(., + e,A)^-F(..+9,/.)[, „,.„(.^,,;,)...V^,,„) H-. . . + ,-^1 

/. i?. P., 2«s. (C. n" 10). 3 
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puisque G, est positif. Donc 

'i|F> + Ô./*)|<^F'(:r), 
et. ici, 

X logm 

tend vers o avec — si a est limité. Dès lors 

m 

log,(.r + I,) ----- log,x+ '{ i;^"- ( • -^ -M» 
T, tendant vers o quand x croît indéfiniment ; 

in / NI 11 (i -f- a) loîr;t4.o/?? , V 

log, [logm -h (I -h a)log,,,m] = log,,.m + ,^g^^,^ |^g„^ (i -t-r,), 



H en résulte immédiatement que : i" pour m assez grand et a < o, 
x| étant aussi petit qu'on veut, mais donné, X^j^ est [)ositif, quel que 
soit a; of* pour m assez grand et a > o, X^^ est négatif quel que soit 7-, 
pour chaque valeur de a donnée a priori. 

Par conséquent, i^i condition X^^^^o exige que Ton n'ait pas a fini < o, 

et l'on en conclut que la fonction ^ ^,„ ^"' ne peut avoir sa croissance 



irrégulière que si Ton a a^o, ou a < o, |a| tendant vers o avec 
- • D'où ce théorème : 

m 

Théorème I. — Soit 

m 


une fonction entière d'ordre infini (A*, p), oit p est fini : on sait qiiil y a. 
pour m assez grand , une infinité de coefficients a^,^ tels que 



(logA^O" 



-4-6 
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(I £J aussi petit qu on veut, dès que m est assez grand) y les autres étant 
plus petits que ne V indique tette formule. 

Si ô est un nombre positif qui croit moins vite avec m que 

(fi positif aussi petit qu'on veut, mais fini), et si, sur ô coefficients con- 
sécutifs à partir de a,„y il y en a toujours un satisfaisant à {i) dès que m 
dépasse une certaine limite, la fonction 9(.t') est à croissance régulière. 

Ce qui précède laisse de côté les fonctions d'ordre (A%o), {f^i)^ 
c'est-à-dire les fonctions pour lesquelles niax. M^(rfr,) croît plus vite 
avec r, que la quantité correspondante [)our toute fonction d'ordre 
(/• — I, p) (p fini aussi grand qu'on veut) et moins vite que cette même 
quantité pour toute fonction d'ordre (/*, p) (p fini aussi petit qu'on veut). 

On peut classer encore ces fonctions intermédiaires en fonctions à 
croissance régulière et fonctions à croissance irrégulière. 



DÉFINITION. — Nous dirons quune pareille fonction est à croissance 
régulière et d'ordre [^k^ o) si l'on a constamment 

^'•^>log,M,>rP. 

quels que soient p et ^^ finis et r, dès que r dépasse une certaine limite. 
Elle sera à croissance irrégulière dans le cas contraire. 

Voyons d'abord à quels caractères on reconnaîtra une pareille fonc- 
tion/(.i;) : <pielle que soit la nature desa croissance, /'^.r) présentera pour 
jn assez grand une infinité de coefficients r?,„ tels que 



m m 

-I 



(«o) (log,^,7/î)P > <|>(log,m)Ps 

pétant arbitraire aussi grand qu'on veut, mais fini et p^ aibitraire, aussi 
petit qu'on veut, mais fini (*). 



(') Quand krjzo on devrait supprimer la première inégalité dans (lo), en suppo- 
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Les autres coefBcients a,„, s'il y en a, seront plus petits que ne l'indi 
querait cette inégalité. Comparons alors les fonctions 



"«, ^KT^ t"*» 



/(-). 2—^^' 2 



m, 



^* (logA^im,)P i*t (logAm,)P. 

ces deux dernières étant à croissance régulière et d'ordre (/' — i, p), 

(^. Pi)- 

Soient w, m-j-^ deux valeurs de m pour lesquelles ( J o) a lieu ; admet- 
tons quey(.r) soit à croissance trre^«//èrr, et que 9^ m (log^ m)*""* — /// 
(a. positif, aussi petit qu'on veut, mais fini). On a 



(7*^) k//J = 7 



m I = ..m ^ 



avec, pour une infinité de valeurs de r convenables, 
(a fini déterminé) ; d'où 



(logA_f//l)P 



quel que soit p, dès que m est assez grand. 



sanl a"^^o au moins pour une infînilé de valeurs de m. Mais nous réservons pour Je moment 
ce cas, eo supposant ici A ~i. 

11 n^est pas diffîcile de trouver des exemples de fonctions d'ordre {k^ o) : ainsi la série 



y -^^^ {i>i) est d'ordre {k, o). En effet 



m 

m m , ht 



(log;fc_,m)P>(log4.-,//i)'»"-"'>(log<./iOP', 
dés que e^i, car 

m , m . 

log*m> —logk-i'i'n. 



\ogk^im ^ p, 
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Posant 

le raisonnement du lemme II montre encore que a^ ne peut être fini ^ g 
que pour des valeurs de [i comprises entre m et wH-0 [valeurs satisfai- 
sant à (lo)] ; soit, pour une de ces valeurs [Jt*, (t^^g : pour cette valeur, 
rinégalité ci-dessus est impossible, parce que ôf^i(log^//i)*"* — w, dès 
que p — a est fini, positif et supérieur à une limite donnée ^ o, quel que 
soitr. Mais, o* étant donné, on peut toujours choisir p assez grand pour 
que ceci ait lieu, par conséquent pour que l'inégalité précédente soit 
impossible. Donc, on ne peut avoir Mr = ^k(^'')j pour aucune valeur du 
nombre a positif limité, quand r est assez grand. On en conclut ce corol- 
laire du théorème I. 

Corollaire. — Si<f {x) est d'ordre (/•, o) (/• > o), on sait qu'il y a^ 
pour ni assez gramlj une infinité de coejjlcients a^ tels que 

(lo) ^ > s/a,^ > -^ 

(p, aussi petit qu on veut ^ p aussi grand qu'on veut), les autres étant 
plus petits que ne l'indique cette formule. 

Si est un, nombre positif qui croit au plus aussi vite avec m que 
in{logf^7ny'^ — m (cl positif aussi petit qu'on veut, mais fini), et si, 
sur ô coefficients consécutifs à partir de rA,„, il y en a toujours un pour 
lequel(io) a lieu dès que m dépasse une certaine limite, la fonction 9(.r) 
est à croissance régulière. 

IV. 

Nous venons d'obtenir ainsi un critère de régularité : nous allons cher- 
cher maintenant un critère d'irrégularité. La marche à suivre est à peu 
près la même que pour les fonctions entières d'ordre fini (*); mais les 



(') .4/1/1. Fac, Toul.y 1902, p. 449» et Comptes rendus, i*'' septembre 1902. 
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calculs étant plus compliqués, il est nécessaire de les reprendre en 
détail. 

Nous allons établir le théorème suivant : 

Théorème II. — Tout étant posé comme au premier alinéa du théo- 
rème I, si^^ est un nombre positif satisfaisant à l'inégalité 

(v, — I positif aussi petit (juon veut des que m^ est assez grande mais 
fni), et s'il f a une infinité de valeurs de m^ telles que^ parmi les 
coefficients d'indices ni^j . . ., m^ 4- ô^ consécutifs, un au plus satisfait 
à la condition 






dès que m^ dépasse une certaine limite fixe , la fonction cp(.t*) est à 



croissance irrégulière. 



Soit la fonction 



d'ordre {k^ p). A partir d'un certain terme, on peut toujours en trouver 
un au moins, sur ô' consécutifs (ô' fonction de m), qui soit de la forme 

(12) -^ = (log,mr, 



/; = - H- 6, 6 tendant vers zéro avec — • 
' m 

Supposons encore que les coefficients d'indices m — i ,...,/;/ — Ô, 4- 1 , 
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//^-|- I, . . .>, /// -I- Oj — I (0,, Oj positifs ^ i) soient de la forme 
(i3) -^ = (log,//?,)^'"' (m, assez grand), 



avec 



y=i+e, rT' = p— '/;, q=/j-^l, 



1 



r,, ^ ffnis positifs, limités inférieurement quels que soient m et m,. Au 
contraire, nous supposerons que les coeflicients d'indice m — ô,, /??-}- 0.^ 
soient de la forme (ivt). 

Soit Y la somme des termes de (i i) pour lesquels (i3) a lieu : T est 
une fonction entière d'ordre <*(A-, p); pour que cp ait sa croissance irré- 
gulière, il faudra et suffira que ç — T Tait. Ltudîons donc cette dernière. 

Pour une valeur donnée de /??, p étant par suite parfaitement déter- 
miné, posons 

(i3 bis) Jt: ^^y^^ 

et prenons d'abord 

(1 4) y = log,(/// + Ô) = log,(m. -H- 6'), 



avec 



On a 



o < G < 0,, ///, im. 






Considéron: 



avec 
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%^ nombre positif fixe choisi arbitrairement aussi petit qu'on veut, dès 
que m, est assez grand. 

Dès lors, nous allons vérifier que 

ou que 

Prenant 

j[log,(m. + ô')r =(log,m.)-', 

on aura, pour cette valeur de 6', 

(16) C;tj[log4/n,]**'''j > Â/w, logj^, w, (X const. arbitraire), 

si 

(log*/n, ) '^^•' > log, [Xm , log,^, m, ] , 

(17) (n-T/)log,^,m, >Iog,[logm, + log(XIog,,.,m,)]. 
Or (p. 18), 

Jog*(^H-/0 = log,X+^\-^^^;-^(l+O (A>I), 

si - petit, avec limT/= o pour t^ = x; 

et (17) a lieu pour toute valeur de y)' indépendante de ///,, finie, positive 
et :^ o, quand //?, est assez grand. Alorsi{^(9'j > o, d'après (i5) et (i6). 
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D'autre part, 

4ilog,(m,H-9;)r'Je,_.[...]...f.[...]a,[log,(m.-f-6')r-';^,log,(//7, + 9'), 



et, puisque 



d 



^ log,.. {m, + eO = ,^^,^(J,^,,) ;;j. log,(m. + 9') > o, .y(9') > o, 

si 

^a[ I '^SaC^^i H" ^') r*] > ^1 ^^1 (^1 const. arbitraire), 

ce qui a lieu, d'après (i5) et (i6), pour toutes les valeurs de 0' au moins 
égales k celles qui satisfont à (i 6). Quand /w, + ô' est au moins égal à la 
valeur correspondant à (i5), *v(Ô') est fonction croissante de Ô', et, par 
suite, > o; la somme des modules des termes de cp — Y d'indice ^//^ se 
compose de deux parties, une ^X(7nH-ô)** pour les termes d'indices ^{Jt* 
(ex nombre fini convenable), une des autres termes, au plus égale à 

Étudions maintenant les ternies de ^ — T d'indice >■ m. Nous pose- 
rons 



r='og*(w-f-Ô) = log*(/n, — 9'), avec o<9<9,, /w,> 
On a 



m, 



{\ogkmt)P 



Nous voulons qu'on ait 



('») 'X::.7)!r <^w,|i°f;.(m,-e')r|.e--s 



/. -^. p., a* s. (G. n» 10). 



2(> EDMOND MAILLET. 



OU 






Il suffira de prendre ici 

('9) 'ogA-^.(^^'i — 9') = '^'3^ogA^,//^ 

(i — T,, fini, [)03itif, déterminé quel que soit //i,), pour que le premier 
membre de /^(O') soit positif : le sera-t-il pour des valeurs de //?, — 0' 
plus petites, cVst-à-dire, ni^ étant donné, pour des valeurs de 0' plus 
grandes? On a, si 

X = log,(m.-9'), 

v'(8') = e*(X'')c*-,(X'')-. •<?,(X'0<r.X'*-'r 7 — ^~av~-^-Lr, 

■+" log*(»«,-"(iÔ...(m,-0') > **' 



pourvu que 

(t/'^ fini, aussi petit que Ton veut quand m, est assez grand). 
Il suffira donc 

( uo) a. logX = <r. log,,. (m. - 0') < log,,. [{pm, )^ 

et, quand 
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Or 



log 7>w/ + ^'* = T,,(log/? -hlog mi)=T,Jog/n,, 



'og2y»^ /''''= lûgY], + log,m, ==TiJogm,, 



T41 '/iji Xfii • . . différant craussi peu que Ton veut de i, dès que /;/, est 
assez grand. Finalement (^o) exigera seulement 

r^^^ différant d'aussi peu que Ton veut de i ; inégalité à laquelle il est 
toujours possible de satisfaire en prenant m assez grand, '/I3 assez petit. 

Alors 7^(0') est fonction croissante de ô', c'est-à-dire m^ étant donné, 
fonction décroissante de /n, — ô'. Par suite, /^(ô') est bien > o pour les 
valeurs de Ô^ au moins égales à celle que détermine Tégalité (19), puisqu'il 
Test pour cette valeur. 

Les modules des termes de cp — T d'indices > m sont alors tous plus 
petits que ceux de la série 

c'est-à-dire que leur somme est au plus égale à 



i'^obis) ^'*..[liog*(/«-he)r.] 



e 



—m 



I 
I 

e 






Finalement, |9| et |cp — ^F[ sont, d'après (i3/>>w), (i4)» (^7^^^) 

( ^^ 

et (20/;/^), au plus égaux à ^Vi V-^' ^' / =^a+-i('^'^'^^^0* 

Il en résultera dès lors que <p a sa croissance irrégulière, pourvu ([ue, 
d'après (i5) et (19), Ton puisse avoir, pour une valeur de ô comprise 
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entre o et Oj, 

(v — I fini, positif, limité, aussi pelit que l'on veut quand ni assez grand), 
c'est-à-dire pourvu que 

logA^i(''*-+-ôj)^^'log^^.m = vJog^,,m. c. q. f. d. 

Nous nous dispenserons, pour ie moment, d'étudier Texlension du 
théorème II au cas des fonctions d'ordre (A*, o) ; si le besoin s'en révélait, 
il suffirait sans doute de s'appuyer sur ce qui précède en s'inspirant des 
raisonnements du corollaire du théorème I. 

Remarque I. — Les résultats des § I « IV s'étendent immédiatement 
au cas des Jonctions F{z) quasi-entières d'ordre non transfini aux 
environs d'un point critique essentiel isolé, c'est-à-dire des fonctions 
monodromes (*) les plus générales d'ordre non transfini aux environs 
d'un point critique essentiel isolé ^ et^ a fortiori, aux fonctions quasi- 
entières d'ordre non transfini proprement dites (^). 

Prenons, par exemple, pour point critique le point 3 = oc. On a 



l^» = ?o(î)+?(^), 



?o(^)> ?('^) ^^^^^ ^^^ séries de Taylor ou Maclaurin procédant suivant 
les puissances croissantes de a : ^{u) est, de plus, une fonction entière 
d'ordre non transfini. 



(*) Bull. Soc. math., 1908, p. 27 el Ann. Fac, Tout,, 190a, p. 455. 
(«) /. de Math., 190a, p. 356. 
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On a, de même, 

F(=) = iQ(^)Q.G)' 

Q^( M restant fini aux environs (on dans le domaine) de r. = ocetQ(s) 

élant une fonction entière. 

F(s), <p(^), Q(^) sont simultanément d'ordre (â:, p) non transfini, et 
en même temps à croissance régulière ou irrégulière. 

J.a connaissance de cp(z) ou de Q[z) jjermettra donc l'application des 
iemmes et théorèmes qui précèdent. 

Remarque II. — Si les théorèmes I et II ou le corollaire du théo^ 
renie I sont applicables à une Jonction entière, ils le sont aussi à ses 
dérivées successives^ comme le montre la considération des coejfficients 
fie ces dérivées. 

Les fonctions entières auxquelles s'appliquent les théorèmes 1 et II 
et le corollaire du tliéorème I sont à croissance régulière ou irrégullèrc 
en même temps que toutes leurs dérivées. 

Ceci s'étend aux fonctions monodromes F (z) de la remarque l^ grâce 
à l'égalité 



V. 



LES FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE ZERO. 



Considérons les fonctions 



?G0=2 



>m 



e,{m) ^^ ^ 



Pour X- = o [en posant e^[m) == m = log^/n],on retrouve les fonctions 
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entières d'ordre fini p (à coefficients réels) ; pour k^ij 



m 

9 



m( — pfi) m'(--he) 

avec 



T 



qnand m croît indéfiniment, o" tend vers o; 9(.t) est une fonction entière 
d'ordre o. Cependant, il semble qu'une classification de ces fonctions, 
analogue à celle des fonctions entières d'ordre non transfini et > o, soit 
possible. Les analogies sont a priori évidentes, nmis on ne voit pas de 

suite un moyen commode de donner une expression asymptotique du 
maximum du module de cp(*t*) pour |x| = r. La chose peut pourtant avoir 
de l'intérêt. 

Nous prendrons, pour la classification des fonctions entières d'ordre o, 
des séries de comparaison de forme aussi simple que possible, à savoir 
les séries obtenues en faisant, dans ç(.2?), £==0. Peut-être y aura-t-il 
lieu, par 1^ suite, d'en prendre de plus compliquées, au moins en appa- 
rence : dans le cas de X==o,p = i, on serait conduit, en effet, à 

—^ qui est plus compliquée cpie 

'—^' Mais le choix que nous faisons suffira pour le moment. 
Nous poserons 

On pourrait essayer d'appeler ces fonctions entières fonctions d'ordre 
(o,^,p) (o rappelant l'ordre de ces fonctions au sens de M. Borel). E(i ,A, p) 
croît évidemment avec x (a? réel) et p, et décroît quand k croît. 

Nous traiterons ici en détail le cas oxxk = \ . Quand A > 1 , nous adop- 
terons provisoirement une classification un peu plus sommaire (*). 

(*) Nous TavoDS complétée depuis {Comptes rendus, !•*•■ février i9o4> p. 262, et i5 fé- 
vrier 1904, p* 410; Journal de MathémaUques, 1904). 
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Soient alors ç(.x') une fonction entière d'ordre o, M^ le maximum de son 
module pour |a:| = r. 

DÉFINITION. — 1 *" Soit X- = I : 
Si Von rt, quel que soit |.r| = r, 

M,<E(r,i,p + e), 

£ tendant vers o quand r croit indéfiniment, et si, pour une infinité de 
Taleurs de r indéfiniment croissantes, 

M,= E(r, i,p — £,) 

(e^ analogue à e, positif ou négatif), nous dirons que 9(^) est d'ordre 

(o,i,p). 

a"* Soit X- > I : 



Si l'on a, quel que soit \a: 



r, 



pour une valeur Jinie de p, et si, pour une infinité de valeurs de r 
indéfiniment croissantes, 

M,= E(/-,A-,p-e,), 
nous dirons que 9(-r) est d'indice^. 

Nous suivrons alors la marche du § H. 
Soit la série 



m 

ek{m) 



a -y 



avec ei-, 

on a, 



— — - aussi petit que l'on veut, mais fini, dès que m^ a; 



P' 



l?WI^2-^ = E(|'H,*,?)- 



«*('«)'' 
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I ** Cas oùÂ'=i. — Soit la séiîe 



on a 



c 



e' 



Soit 



I w,-l-6 

P P 



On a 



07 = j =(? (m^ donné, o^9f i) 



m m' m 



(m, 4- 6) —(m, + 6 — m) 



TX"* "^ • • p p p 



m- 





Cherchons le maximum de T ou celui de logT = i]^^ = — (m, H- 9 — ni), 

P 

quand ni varie. 
On a 



La fonction ^[^^ est constamment décroissante; ^[^^ a au plus une racine 
réelle, et en a toujours une dès que m^ est positif, ce que Ton suppose. 

Soit m^ la racine de ^^^ : le maximum de ^^ a lieu pour m^ = — -î- 

Donc 

1 ^ e =0? = .r 

car 

m^ H- 9 = p logr. 

Comparons maintenant dans la série 
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m, -h 6 



lin terme au suivant. Leur rapport est pour .r =: ^ 



? 



( m -t- I f 

p - (am -M -— m, — 6 ) 



On a 



- {2m -f-i — m^ — 6) 
S > 



^3 
dès que 

2m -h 1 — m, — 9^plog3, 



Soit m^ la plus petite valeur de m, entière ou non, satisfaisant à cette 
inégalité. La somme des termes qui y satisfont est au plus égale à 



P \o^x p logo* 

2 






Ceux qui précèdent ont une somme au plus égale à 



p \nfiX 



m^x ^ 



•et 



^^^3 



<- mi -h 6 -H p l<»î(3 — I <- .A , 

< ^-T- -r-, r> ^ , < ,^^^ _j- Q == p |og.r 



dès que m^ est assez grand. 

Le module de ^«(«r) est au plus égal à 



Pi p ■+- « I 



J.E.P., i's. (C. n» 10). 
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dès que 



> 



2plogr^ar* , 
log(2plogx)f|(log.i)% 

f; ' ,.r > ou , a fort ion, e i p- ?- , 

{\ogxy ' -^ - logx 



e, positif, aussi petit ()ue l'on veut pour x assez gnind, mais fini. Donc 

-^, a son module au plus égal à 



e' 




% 


^— ; — logar logar T" 


OU à 


|(logx-i-e,) 



z et e, tendant vers o quand x croit indéfiniment. 



Dès lors : 



Lebime I. — La série (*) 



06 



(«.) <?(^)=2]««-^'", 







oà, rfè^ ^ae /?i dépasse une certaine limite ^ finie, les termes sont tels 
que 



ni" 



(H' 



(*) M. Hadamard s'est déjà occupé des fondions d'ordre o (Mémoire couronné, n®6, J. de 
Math, y iSqS). 11 a donné pour toutes les fonctions entières une limite supérieure du mo- 
dule, en particulier pour les fonctions ^l^'"'^'"» c'est-à-dire pour les séries K(vr, i, p). 
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€1 son module au plus égal à 



X 



^—-^\o%\x\ 

I "» 



lies que \x\ dépasse une certaine limite finie ç (e, e, finis, positifs, 
aussi petits que l'on veut, pourvu que [x et ç soient choisis suffisam- 
ment grands). 

Cherchons à établir la réciproque. 

• 

Soit M^ le maximum de | ?(.r) | pour |a?| = r. On a, pour r assez grand, 



p -h € 



M <r * 



logr 



'r- 



Supposons que Ton ait une infinité de valeurs de m telles que 



(6.) 



a 



m 



'(ï -) 



m 



et que, pour |a:| = r assez grand, on ait toujours 

avec p — (J fini et positif si grand que soit r et quel que soit r : on sait (* ) 
que 



(7.) 



a 



m 



< 



Mr 



r 



m 






Y log r - m 



d'où 






r — m 



o< (^^logr - m) logr + m' (^ 4-e) = \,Xn Z X,(r). 



(*) BoREL, Leç, sur ies/onct. ent., p. 62, et p. i4 précédente. 
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Or 



donne 



dr ~ 


-^'^''-4 '• " 


2 m 




-logr_m, 


r — e 



Pour cette valeur de r, 

qui est < o. On est conduit à une impossibilité; donc : 

Lemme II. — Tout étant posé comme au lem,m.e I, s'il y a dans la 
série (i,) une infinité de valeurs de m telles que 



(6.) 



a 



m 



> 



m 



(H' 



il y a une infinité de valeurs de x telles que, pour |a:| = r, 



00 



2 



fm^ 



jn 







P— g 

>r 4 



log/ 



En particulier, soit (7 = p — s, ; la démonstration précédente donne 



--he — 



— e. - 



O, 



P— s. + ep(p — e.) — P = 0: 



s, = ep(p — e.XepS 



xJ/-^)>o, (T,>(p_e,)[.- 



ep 



S| 



e.j. 
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pour 

a m 



.0 — E 



Croissance régulière ou irrégulière des séries (i,)- — On peut aussi 
étendre aux séries (i ,) la notion de croissance régulière ou irrégulière. 
Si, pour r = |a:| > ç, on peut trouver un nombre p fixe tel que 

—7 — logr '—--logr 

<M,<r '■ , 

quel que soit x^ nous dirons que la fonction cp(.r) == N^r/^^.r"* est 

d'ordre (o, i , p) ef à croissance régulière. 

S'il y a, quel que soit .r, une infinité de valeurs de r indéfiniment crois- 
santes, pour lesquelles 

i-7-logr !l__Iogr 

r * <M,<r ^ ; 

si, pour toutes les valeurs de r > ç, on a 



^ logr 



(4.) M,<r ^ 

et si, enfin, il y a une infinité de valeurs de x de modules indéfiniment 
croissants pour lesquelles 

avec p — (7 fini, positif et limité inférieurement, nous dirons que la fonc- 
tion cp(a?) est d* ordre (o, i , p), niais à croissance irrégulière. 

Nous allons chercher un critère de croissance régulière. 
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Admettons que 9(.f) soit à croissance irrégulière. On a toujours 



i'jjns) \<l,n\< 






quel que soit r. 

Soient m — 9, m(9^i) deux valeurs consécutives de l'indice m satis- 
faisant à (G J : nous allons trouver une limite inférieure de 9 en fonction 
de m. 

Soit l'équation 

(8J r^-=^^^^ (7jogr = 2f;-, 



ou 



T^logr 

(9.) '•* =^y 



Quand r varie d'une manière continue, il en est de même de M^et de r'^»-, 
par suite aussi de la valeur jx. Nous savons que, pour jjl = m, il y a une 
solution telle que p — (j^= e^. La fonction étant à croissance irrégulière, 
on peut prendre (7^= a, avec p — a fini positif, pour une valeur de jx 
comprise entre deux coefficients d'indices analogues à m — 9 et m. 
Supposons que ce soit entre m — 9 et m. Il faut 

,/i \ a. /locr m\ 



O < ^-— ^ * h W 

2 0- 



G-0 



OU 



o< ' S^+mM - + 



Pour {x = o ou =-hQc, le deuxième membre est positif: pour 
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IL = /Il A, 



o< —{y — 2>. H- i) -h nr( - 4- e — ^\ 

o <{l—\Y-'h(j(^ -hz\ — l, 
(>— i)*> I — (7,, avec (7, = (7( ^ 4-c) < 1, 



1 — <J^ positif et fini pour une infinité de valeurs de x croissant indéfini 
nnent; on ne peut avoir 



1 — y/ 1 — rj^ < A < 1 -I- y/ 1 — ^, . 

En d'autres termes, 1 ne peut tendre vers i quand m croît indéfini 
ment. 

Théorème III. — Soit 



co 

m 



('.) ?w=2^-'^* 







une Jonction entière d'ordre (o, i , p), où p est fini : on sait quii y a, 
pour ni assez grand, une infinité de coejficients a,^ tels que 

— ml- -4-e) 

e Vp / 



> 



M \/k 



(e aussi petit que l'on veut, niais fini)^ les autres étant plus petits 
que ne Vindique cette formule, au moins à partir d'un certain r^ang. 
Soient //i,, m^ (m^y>m^) deux indices de coejficients sa tis/aisant 
à (2,), aucun coefficient a,^ d'indice compris entre m^ et m^ n'y satis- 
faisant. Si lim-^ = I quand m, croit indéfiniment, cp(^) est à crois- 
sance régulière. 
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Cas ou X > I . — Dans le cas où X' > i , les mêmes méthodes ne donnent 
pas des résultats aussi complets. 
Soit la série 

I I 

On a 



m 



(//}, donné, of Ô^i). Cherchons son maximum ou celui de 
On a 



/n 



l^a fonction ^\^^ est constamment décroissante : *^\^ a, au plus, une racine 
réelle, et en a toujours une dès que m, est assez grand. Soit m^ cette 
racine : 

^V2(^^^2) -+- C = ^V2(^'^ -+- ô), 

C}=^ I H-^A-2(^'^2) • • • ^l('''2)'^'2; 

r ? 
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Or 

? P 

ï 

log^x --- ( iH- e) log,_, ( p logo:) 

= (i + e) iog;j_,)r,_,(/«,)[n- e^,(//i,)- • • "',Jj 
= (j H- e)log,_, [<-,_//«,)]'-', 

et, puisque A* > i , 
Dès lors 

= (log^)(i + eJ-^, =(i+£,)Ioga:Iog,^. 



Nous obtenons ainsi 

valeur asymptotique où p ne figure plus. 

Comparons maintenant un terme au suivant; leur rapport est 






T^ x""' ef^jm-^-i) P CA(m + i) 



^a(/w)'? eM{m)9 eA(m,-h6)P 



pour la même valeur de x que ci-dessus. On a 



? p ? 

Pour une valeur donnée de m, -h G, prenons la dérivée par rapport 

J.E,P., 2* s. (C. n» 10). 6 
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à m : 

P R^ = ^A-. (m + I ) — (?,_, (/») + (a» -»- I )e*_, (m H- I ) . .. e, (m -f- i ) 

R'^^ est toujours positif. R,„ est toujours croissant avec m; logR,,,, 
d'abord négatif, devient positif. On aura 

IogR,„> Iog>. Çk fini > 1 quelconque) 

(lès que m est assez grand et > m^. 

Ici 

I 

.r = [c,im, H- 9 )]^ logj- = - e,_, {m, -h Ô), 

plogR»,= ('« ■+- »)eA-. (m H- — wi<?*_, (wi) — p log.r > plogX. 

Ceci a lieu dès que ^ = log^_,.r, car logR,^ croissant avec m, il suftît 
(« H- '^>gA-,'^)^A-, (i -+- log,_,a;) — j:log,_. J? — p log.r > p logX, 



ou, a fortiori. 



e,^,{\ -h log,.,.r) — p logj? > p log>i, 



ce qui se trouve vrai pour \x\ assez graad. On pourra donc prendre 
m3<log;t.,cf. 

Soit T la [)lus grande valeur du module d'un terme de ^(.r) : 

Les termes d'indice "Lm^ ont une somme de module 
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Lies termes d'indice > m^ ont une somme dont le module est an plus égal à 



Donc 



T/ I I \ T 



8,) \0g^X 



Finalement : 



Lemme I bis. — Aa série 



oc 



(i.bis) 



?('^o=2^"''^*"' 







où, dès que ni dépasse une certaine limite [J. finie y les termes sont teLs 
que 



(2|A£0 



a 



m = 



ek{fn) 



(-; -) 



m 



a son module au plus égal à r^^'^^^^^'^^^'' pour |x| = r, dhs que r dépasse 
une certaine limite finie ^. 

Enfin, on peut encore établir la réciproque de ce lenime : 

Lemme II bis. — Tout étant posé comme au lemme I bis, s'il y a 
dans la série (i^ bis) une infinité de valeurs de m telles que 



(6^ bis) 



a 



m 



=<^*(»i) 



- ""(;+') 



il y a une infinité de valeurs de x telles que, pour \x\ = r, 



2"»^ 



>,.(«-£)log^r^ 
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En effet, soit M^ le maximum de 1 9(^) | pour x:=r. On a, pour r assez 
grand , 



"r :=. 



Supposons qu'on ait une infinité de valeurs de m telles que (6| his) ait 
lieu, et que, pour [ j:| = r assez grand, on ait toujours 

avec 1 — (7 fini positif si grand que soit r, et quel que soit r : on sait que 

(7, bis) e,(mr'"(i"')<|«,J<^:<r"»V-'". 

Il faudra donc 

/ (r) = dlog^rlogr — mlogr-H- m Q + eje,,, (m) > o. 

m étant donné, pour de petites et de grandes valeurs de r, / (r) est 
positif: 

y (v) = - log^r + , ^, = - loff.r h \ 1 )• 

/'(r) est négatif pour r petit, positif pour r grand; donc j^{r) a cer- 
tainement un minimum. Prenons 
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Ceci est < o pour m assez grand. En effet, c'est évident quand ^ = 2 ; 
on a même, pour ^ = 2, 

Admettons que, pour ^ ^ 3 , 

je dis qu'on aura 
car il suffit 

Par conséquent, pour 

/^(r) <o, contrairement à (7, bis)^ et le lemme II bis se trouve établi. 

Le même raisonnement montre que, pour cette valeur de r, M^> r^**'**''. 
Donnons à r la valeur 



Si (7, — (7 fini, ainsi que i — d,, on a une impossibilité pour m assez 
grand, si petits que soient 1 — a^ et a, — a. Donc, quand 1 — a, est très 
petit, il faut aussi a^ — a très petit, c'est-à-dire que l'on a une infinité de 
valeurs de r indéfiniment croissantes telles que 
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fi savoir les valeurs 

\ 



(m \ 



où a^ est un quelconque des coefficients (G, his^ (*). 

Remarque I. — Il est à peine utile de faire observer que tous les 
lemmes ou théorèmes précédents relatifs aux fonctions entières d'ordre o 
s'étendent aux fonctions monodromes aux environs d'un point singulier 

(*) Indication de sujets d'études. — On peut encore essayer de classer les fonctions 
entières <p(x), d'ordre o et d^indice A:, en fonctions à croissance régulière et irrégulière. En 
cas de besoin, on trouvera dans ce qui précède des indications probablement suffisantes. 

Si Ton veut chercher à classer les fonctions d^ordre o et d^indice k avec plus de précision, 
en tenant compte de p, on devra essayer de calculer, dans (i3i), T en fonction de jr avec plus 
d^exactitude; on évaluera avec une approximation plus grande la racine m, de ^m=^ o [(équa- 
tion (i2i)]. Nous n^insistons pas. (Depuis que ces lignes ont été écrites, nous avons achevé 
cette classification : voir Comptes rendus, i*^ février 1904, p. a6a; i5 février 1904, p. 4>o; 
et Journal de Mathématiques, 1904.) 

Enfin, nous remarquerons qu^il existe encore ici, comme pour les fonctions entières d^ordre 
infini, des fonctions intermédiaires entre les fonctions d^ndîce k — i et celles d^indice A:, à 
savoir celles pour lesquelles p est nul dans ^{x) [(formule (Sg bis)]. On peut encore étudier 
ces fonctions; on peut même considérer une suite de fonctions <p(<37) pour lesquelles 

où X est fini, positif, ^o, constant ou non, et pi un entier quelconque; et voir si Ton ne 
peut baser une classification des fonctions correspondantes d'ordre o sur la considération 
des diverses valeurs de Ar, X et pi (y compris pi=io). Ce sont là des sujets d^études intéres- 
sants, quoique nous n'en voyons pas d^applicalion bien nette pour Te moment; à moins qu'il 
n'y en ait dans la classification des nombres transcendants ^{x) correspondant aux valeurs 
de ^{x) pour J7 rationnel ou qui sont racines de <p(^) lorsque les coefficients de <p(x) sont 
rationnels. 

On pourra aussi chercher à faire, soit pour les fonctions entières d'ordre infini non 
transfini, soit pour celles d'ordre o, une classification encore plus détaillée, en s^inspirant 
d'un Mémoire de M. E. \Ànà\6( (Comptes rendus, 3o décembre 1901, et Mémoire Sur la 
théorie des fonctions entières de genre fini, Acta Societ, Scientiarum Fennicœ^ t. XXXI, 
n<^ 1, décembre 1901, HeUingfors). 

Il y a encore lieu d'étudier la rapidité de croissance des modules des racines des fonc- 
tions entières d'ordre o par des procédés analogues à ceux employés pour les fonctions 
entières d'ordre non transfiiii et >> o (Hadamard, Borel, Boutroux, etc.). Des procédés plus 
simples sont souvent applicables pour l'étude et la détermination de ces racines (voir nos 
Communications des Comptes rendus, avril et 9 décembre 190J, 3 mars 1902; une Note 
du Journal de V École Polytechnique, 1908, Sur les lignes de décroissance maxima des 
modules, etc; un Mémoire à l'impression dans les Acta mathematica). 
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essentiel isolé. En particulier, la remarque II (p. 29) du paragraphe IV 
s'étend aux fonctions entières d'ordre (o, i , p) grâce au théorème III de 
la page 89 du paragraphe V (*). 

Remarque IL — On sait qu'il y a des fonctions dont le maximum du 
module pour |^|^r croît plus vite avec r que celui de toute fonction 
d'ordre non transfini, c'est-à-dire que c^(|j?|p), quels que soient les 
entiers kel p (^) : ce sont des fonctions à croissance très rapide ('). Ce 
qui précède permet de définir aussi les fonctions entières d'ordre o et 
d'indice infini, dont le maximum du module est plus grand que le 
module de tout polynôme donné pour |a7| = r assez grand, mais plus 
petit que le maximum du module pour |j;| = r de toute fonction entière 



(*) En parlîculier^ ces ihéorèmes s^étendent aux. fonctions 6, 0|, 8|, 0, de Jacobi {voir 
par exemple Jordan, Cours d* Analyse de l'École Polytechnique) qui sont des fonctions 
quasi-entières d*ordre o ayant un point singulier essentiel à rorigînè et à Tinfîni. 

Soity par exemple, 

-4- « M 



est de l^ordre de 









ÛTaz:z\p\. <pj(-5) est alors une fonction entière d'ordre (o, i, . j> d'après le iemme II. 

Aux environs des points critiques o et oo, Tordre de Oj est (o, i, j j» D'après le théo- 
rème III, la croissance de 0, y est régulière : la valeur maxima du module de | 6, | pour 
2 1 z= /' a donc pour valeur asymptotique, quand r := s est très gtand, 

t(. — = — e )loKr {- — = — rl'of'* 

/•4 Mog CI / zn r U>g CI V ./ 

« 

Quand q est réel, c'est la valeur asymptotique de 0,(/'). 
De même pour les autres fonctions 0, 0,, Oj. 
(') BoRBL, Leçons sur les fonctions entières , p. 92. 
(») Ibid., Acta math., t. XX. p. 368. 
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d'indice fini. Une pareille fonction est, par exemple. 



E 



X 



m 



em{m) 



m 



Ces fonctions d'indice infini comprennent des fonctions quasi-^algé- 
briques. 

VI. 

ÉQUATIONS LINÉAIKES. 

Nous savons (*) que, si une fonction monodronie aux environs d'un 
point critique x^ et d'ordre fini dans le domaine de ce point satisfait à une 
équation difiiérentielle linéaire homogène, dont les coefficients sont des 
polynômes, sa croissance est régulière aux environs de ce point. Il en 
sera de même pour une solution monodronie aux environs de x^ et d'ordre 
non transfini ou (o^ i , p) : la démonstration est la même. Il en sera encore 
de même pour les intégrales de celte équation de la forme {x — x^Yu^ 
[s fini, u^ monodrome), à moins que u^ ne soit d'ordre transfini (^) ou 
d'mdice ^2. 

Il semble que l'on puisse plus généralement arriver à un résultat ana- 
logue pour toutes les intégrales des équations différentielles linéaires 
homogènes dont les coefficients sont des polynômes, dans un cas étendu. 

On sait que Ton pourra trouver un système d'intégrales indépendantes 
de cette équation différentielle formé d'un certain nombre d'ensembles de 
la forme 

ro = (^^* — ^•)''^'^ = Gt^ — ^oT^'oi 



.r,,= (^ — ^o)'''(9/."o -+- 9/,-.'^ -+-..•■+- uj = {x — xj^z,^, 

• ^ ^ 

(*) Bull, Soc. math.f 1908, p. ^2. 

(') Encore resterait-il à examiner si cet ordre peut être transfini : nous verrons plus loin 
que cet ordre est forcément limité supérieurement. 
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OÙ 



A. _ 6,(Q.-i)...(6.~/r,-4-i) 



Nous admettons que x\ est le seul point critique à distance finie qui ne 
soit pas un pôle et que les intégrales sont régulières au sens de Fuchs. 
Nous savons (*) que la croissance de z^ est régulière. 
Substituons maintenant j = (x — JO^Y'z dans l'équation différentielle : 
on obtient une nouvelle équation différentielle en :; F, (z^"\ . . . » z, o^) = o 
de la même forme, sur laquelle il suffit de raisonner, et dont z^, z^^ . . ., 
Zj^^ sont solutions : //^, //, , . . ., Uj,.^ sont des fonctions quasi-entières n'ayant 
à distance finie que des pôles. 

( rf^l A f^Kp Uq ^'j 

<■ dx * dx 9.7:1 [x — x^) dx 



Le coefficient de 0, dans l'équation différefitielle sera précisément le 
premier membre de cette équation où l'on substitue u^'dz'^ il sera nul, 
c'est-à-dire que Ton sera conduit à Téquation 

ç^ étant une fonction quasi-entière n'ayant à distance finie que des pôles 
et d'ordre au plus égal à celui de ir^. lia croissance de //, sera encore 
régulière (*) si son ordre est supérieur à celui de u^. Que cet ordre soit 
supérieur ou inférieur à celui de u^^ la croissance de z^ et/, sera régulière. 
Le seul cas douteux est celui où l'ordre de w, est le même que celui de u^, 

(*) Afin, Fac, Toul.y 1902, p. 468. 

(*) Môme raisonnement que pour w^, Ann, Fac. Toul.y 1902, p. 457. On suppose les 
ordres de i/^, 1/1, . . . non Iransûnis ou Pindice = i. 

J.E.P., 2' 8. (C. n*» 10). 7 
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Dans ce cas, 

Si, pour une valeur de/?, P=Pi par exemple, la croissance nest pas 
régulière aux environs de |^ — j:^| = r, 

U — U, = (/? — /7,)ao {p^p^^, 

et U a sa croissance régulière aux environs de \x — x^\=^r. 

De même, si Ton substitue z, dans Téquation différentielle en z, les 
coefficients de 6, et ô^ sont nuls, parce que z^ et z^ sont des intégrales. Si 
Mj est une fonction quasi-entière d'ordre supérieur à celui de w, et u^^ sa 
croissance est régulière; si elle est d'ordre inférieur à celui de O^w^-H «, 
la croissance est de même nature que celle de 0^ u^ + u^ ; enfin, si elle n'est 
pas d'ordre inférieur, on a 

-H^.[log(a: — ^,) + 2/;m] + «,. 



Admettons que, pour deux valeurs de/?, p^ et p^^ la croissance ne soit 
pas régulière aux environs de la valeur r de |a; — .r^, |, et posons 

soient U,, U^ les deux valeurs correspondantes de U; on a 

U, = «,+ «.(/;. + 6.) -h ^[9:4-6.(ti/;,-i)-^ /;:-/,,] 
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et 

( U -V, = ip -p,)u.+ '^[2{p -p^)^^+p^-p-p]^p,l 

u,— u, = (/;, — /?,)«, H- ^[2(/^3 — />,)0, H- 7?^ — /;,—/^; -h^,], 
U — Ui Uj— u, Mo r . / . \i "n / > 



P—P* 



7' — /* /• 



et il en résulte que la croissance de U est régulière pour 

Par conséquent, la croissance des diverses valeurs de z^ aux environs 

de I r — j;^ I = r est régulière, sauf peut-être pour deux au plus de ces 

valeurs. 

On pourrait essayer de continuer de la sorte, mais nous croyons inulile 

d'insister pour le moment. 

Soient 

(21) A,^-4-...-+-.V+ A,^, = o 

# 

avec 

(22) A,.= r/^J\r^-h...-+-^'' .(/= o, 1,2, .., A:+ i), 



un des a^^^ étant ^ o, ainsi qu'un des coefficients a^^\ . . ., a'^^ et un des 
coefficients a^"^ . . ., a^^*\ q ayant la même valeur pour tous les A^. 

Nous allons indiquer des applications des propriétés établies par nous, 
soit ici, soit dans une Note antérieure (*), à des équations de ce type. 

Théorème IV. — L'équation différentielle 



(*) Ann. Fac. Tout., 1908, p. 456 et suiv. 
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où A|, ..., A^^, sont des polynômes, a pour intégrale générale une 
fonction entière d'ordre fini "^q -^^ k ouun polynôme. Quand les k^^ . . . , 
Aj^, A^^, ont leurs coefficients rationnels ^ l'équation différentielle pos- 
sède k intégrales indépendantes qui sont d'ordre 't-^ou des polynômes , 

En effet, on sait, d'après un théorème de Fuchs, que l'intégrale est 

une fonction entière, puisque le coefficient de ^-^ est égal à l'unité et que 

rintégrale n'a, dès lors, pas depoint critique à distance finie (*). 
Ce n'est pas tout : on voit facilement et l'on sait que si (^) 



00 





est une intégrale quelconque de (ai), les coefficients a^ sont donnés par 
les formules 



{n-^k){n-\-k — i).. .(/i-hi)a a^^^4-... 



-^{n'^k — q){n'^k — q—\).,.{n — q+\)a^ ol„^^= o. 

Ici, nous devons supposer n positif, (i^^^= i , û^^"_\ =. . • = ^J* =" ^- ^" 
a donc 

, .V \ — (^ + *)(^ + *— O-'-C'^+O^/l^A 

(•23) { 

( ={n-hk—i)...{n-hi)a'; a,,,,^, -^...^a\ 'a„^, 
où B„^;^_, , . . . , B^_^ sont limités. 



(*) Ann. Fac, TouL, 1908, p. 467. 
(*) Id., p. 456. 
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1^ Limite supérieure des |a^^.;t|. — Soient a^^;t_,. le plus grand des 

coefficients a„^A-i» •••» ^n^ {^~^t^ ''"7)» ^ '^ valeur absolue du plus 
grand des coefficients B^^;^_,, . . ., B,,_^ en valeur absolue. On a 



/y \<?j±An\^ 



de même 



K-.*-*l=7r4î^-BJ «.„.*-.-,. I (•f^fA + <7)^ 



i-< 1 = „ + A- — l « I '^«^K-i-i. 



En multipliant membre à membre ces inégalités et désignant par ^ une 
limite supérieure de B, B, , . . . , on a 



O-fl+A 



[PCçr + Ar)]" ç^ 



(/i -\- k) (n -\- k — i)(n-^ k — i — «*i) . . . 



avec /, /,, ... =7 + ^' = /,i G étant une constante. On a 



„ l< c(Py.)" 



/I4-A- — /^Ef^-; — j devant être remplacé par i s\ n-hk est divisible 
par /. On en tire 

I «•«^* I - — r-TT — ri ^^ — r^ . / 7 — ^T^rT (G , const. ) . 

X \^ / '" I X ~ \ X /J 

Soit N un entier, et prenons dans/ les /^ termes consécutifs 

^NX-A^ "••'•'" ^.\*X + X-«-* 

y. ^, p., 2*8. (C. n* 10). 7. 
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Chacun a son module au plus égal à 

N! 
(on peut toujours prendre P> i et |.r | = rgrand), car 

;(NH-0(N_,H.0...i>,iN! (y = o,.....,,-,) 
puisque E( — ^^ j = N. La série j a sou module au plqs égal à 



N! =Zd 



N! 



Le terme général o„ de celte série, si m = Ny , est tel que 



m I 



i<:i=--(c./j 



/my. ^ , 

-^^^^ ir, (H-e)=rm Iz V, 



[(?/)-^]''- ~ 



£i tendant vers o quand m croît indéiiuiment. C'est donc une fonction 
entière d'ordre / , et Tordre de j = ^ a^.!-" est ^ /= 7 H- k. 

2^ Limite inférieure des a„^^. — Parmi les équatious (21) ou (21 bis) 
il y en a toujours une infinité ayant pour solution particulière un poly- 
nôme. Pour en avoir des exemples, il suffit de prendre A^, . . . , Ay^ quel- 
conques, pour jr un polynonie quelconque, et de substituer j dans (21), 
en déterminant A^^^ de manière que (21) ait lieu. 

Parmi ces équations il y en a aussi ayant pour solution une fonction 
entière d'ordre fini >o rationnel quelconque (^/ -hy), comme nous le 
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verrons tout à Thenre sur un exemple. Mais nous savons que, entre les 
polynômes et les fonctions entières d'ordre fini > o, il existe une catégorie 
de fonctions entières aussi étendue que celle des fonctions entières d'ordre 
infini ou transfini, les fonctions entières d'ordre o comprenant celles que 
nous avons appelées les fonctions quasi-algébriques. 

On peut, dès lors, se demander si les équations (21) ou (21 bis) 
peuvent admettre comme solutions des fonctions entières d'ordre o, ce 
()ui pourrait accroître l'importance de ces fonctions. 

Les résultats déjà acquis par nous antérieurement pour des catégories 
étendues d*équations diflerentielles rationnelles (*) laisseraient plutôt sup- 
poser le contraire. Nous nous contenterons d'établir ici le résultat 
suivant : 

Les équations différentielles linéaires homogènes [^\ bis)^ dont les 
coefficients sont des polynômes à coefficients rationnels ^ ontk intégrales 

indépendantes qui sont des fonctions entières d'ordre ^ , ou des poly- 
nômes. On a une propriété analogue pour les équations (21 bis) à 
second membre. 

Supposons les coeHicients a."^ rationnels. 
On a 



où ^ "*** , . . . » b^''^^' sont entiers, A étant le dénominateur commim des a^/^ ; 
admettons que j ne soit pas un polynôme : les coefficients 6)17**!, , . .. , ô^"*^*' 
ne sont pas tous nuls et la valeur absolue de Tun d'eux est ^ 1 . 

La formule ci-dessus, qui donne a,,+A, est d'ailleurs applicable dès que 

n-^i^j i\ étant fini, puisque le degré de A^^, est limité. 

_ _ I - - ■■ - — - — - — ' 

(*) J, de Math., 1901, p. 19. 
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En particulier, si y est l'intégrale générale de (21), pour une certaine 
valeur finie t'^i^, 

où les a^+;t«, î • • • > ^.*-y dépendent linéairement de k constantes arbi- 
traires Y, , . . . , Ya> d'après les formules 



où les c|.^^ sont rationnels, à numérateurs et dénominateurs limités (les c^^, 
étant nuls si A^^, = o) (*). On pourra donc écrire 






ô étant le plus petit dénominateur commun des c^f, qui est un nombre 
déterminé fixe, et les df des entiers limités. On en conclura 



f+A)^^ . . ytt'-t-A)^. . y^(>'+A/ 



a..^A(.H-*)...(.+.)=/rT.-+-..-h/rT*-H/r. 

oùy^ , . . . ,yi,7Â4., sont des entiers, le dernier nul si A;^^, = o. 
De même 



a^*+, 8 A* (f H- ^ H- 1) . . . (f + a) (t^ -h A") . . . (i» H- I ) 



(*) Les c}^^ sonl des fondions linéaires à coefficients rationnels des af/^^ et sont rationnels, 
puisque ces derniers le sont. 
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«•«+.+*(« -H f H- *) • . . (« 4- f 4- I ) (« 4- f -h * — 1 ) . . . (/» + t») . . . 

X (c4- X- H- i) ... (c H- 2) (p +/•)•••(♦'+ 0°^"** 

_ (n-h*' + k)\(n + v + k — i)\...(n + v + i)\ f .„+, 

— «•«+.H^ (p4.A-_i)!(t> + A- — 2)! ... i'! 

Admettant Texactitude de cette formule pour n-\-v-\-k, on a 

a„^^,^, A(n H- »» H- A -h 1 ) . . . (« 4- p 4- 2) 

^n^^^k-^, (p + A'-l)!... i^! 

où lesy .^^ sont entiers, ce qui montre bien Texactitude de celte formule 
(lesy]^^, sont nuls quand A^^, = o). Si les y,, . . ., Ya sont rationnels et 
ont un plus petit dénominateur commun D et si |a;,^,.^jt| ^ o, 



^n+i'-hk 



> 



= 8D A"+« ( n -+- ^ 4- A-) ! . . . ( ^î 4- ^ + I ) ! 



La fonction j est alors d'ordre ^ t- 

Soient ^,, ..., /^^ les intégrales correspondant à une valeur arbitraire 
rationnelle donnée de y^ •••> o" Ta» '^^ autres valeurs y^ correspon- 
dantes étant nulles : jy, par exemple, correspondra à yy rationnel > o, 
Y, = . . . = Yy-i = Yy+i = . . . = Ya = ^' 

i*" A^^4 = o. — Ici C,Yi/i = Yiji ^^^ aussi une intégrale (C, quel- 
conque), c'est-à-dire qtie j, correspond aussi bien à une valeur irration- 
nelle de Y, : Y = y, Ji H- • • • + y^ Ja ^^^ l'intégrale générale, et il y a k inté- 
grales indépendantes qui sont d'ordre ^ r ou des polynômes. Quand on 
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donne dans Y aux y des valeurs telles que les rapports ■*-?; *••> -^ soient 

rationnels, Y est toujours d'ordre ^xou est un polynôme. 

Il résulte seulement de là qu'il ne peut y avoir k intégrales indépen- 
dantes d'ordre < t. si l'intégrale générale n'est pas un polynôme. Peut-il 
y en avoir une d'ordre < t et qui ne soit pas un polynôme ? Ce serait 

là une question intéressante dont nous n'avons pas la solution. 

Plus généralement en est- il de même quand les af sont quelconques, 
par exemple irrationnels? C'est ce que nous ignorons. 

2** A^^^ ^o. — Nous prenons les intégrales correspondant à y^ ration- 
nel ^ o, les autres y étant nuls, et celle correspondant à y, = . . .= y^= o 
que nous désignerons par j^^,. 

Substituons/ dans (21 bis) : le terme indépendant de x dans le pre- 
mier membre est 



et l'on peut prendre pour les constantes arbitraires dans l'intégrale géné- 
rale a^_, , . . . , a,. C'est ce que nous avons supposé. 
Soit j,(/^^) l'intégrale correspondant à y^ ^ o ; on a 

(') Soieol ôjrrVpnS'», 6, = y^Y/»-'* ^«"x fonctions entières d'ordre fini à coefficients 
rationnels avec p„= ^?, Pî,, ^\ entiers premiers entre eux, y„= i^î, Yn, Y» premiers entre 



•r.n 

eux ' ^' 



, les > ^j > -7- étant d'ordre =pi et p, respectivement. On a, jm, et |x, étant ra- 
tionnels, 

^,o,-hH.^-2- f:j, -2-8;^ -2-^"- 

(^/i>^A entiers premiers entre eux) : si H>iOi + ii^iOi ne se réduit pas à un polynôme, il est 
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Je dis que les z^ sont linéairement indépendants. Sinon, soit 

Zf ^= /ij 3| — |— . • • H— /'/_| s,-— I i ^ = ^ y » 

les s,, . . ., z,_, étant linéairement indépendants. On a 

Or nous prenons a^^.., = Ya> • • • » *o = Ti • Pour a: = o, 

7, = a, -h <'^-*+ <;,^- -+....= a,H-F, (.f), 
j, =a,xH-F,(.r), 



F,, F,, . . ., Fj^, ne contenant aucun terme de degré < k. On a ainsi la 
relation 

îî;^a^-=^a,+...-h^a,_.x'-^-F,^,(x), 

Y* Y« Y'-< 

F;t^j ne contenant pas de terme de degré < A-, ce qui est absurde. 
L'équation différentielle possède encore k intégrales de la forme 

d'ordre ^pa avec — = 1 «On peut réduire celte limite inférieure quand pj^ et y» ont 

Pi Pi Pi 

un plus grand diviseur commun qui augmente indéfiniment avec n. Ainsi, quand P^:=yÂ» 
ou ^^ divisible par y^, [X|Oi H- [J^j^i ^ son ordre au moins égal au plus petit des deux ordres pi 
et P2 s^il ne se réduit pas à un polynôme. En vertu de cette remarque et des formules anté- 
rieures, zt est un polynôme ou une fonction entière d^ordre ^ ?• 
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(j^^, intégrale particulière, y, constante rationnelle, Z/ intégrale de 
réquation différentielle sans second membre) qui sont des polynômes ou 

des fonctions entières d'ordre ^7; les z,. sont aussi k intégrales indépen- 
dantes de l'équation sans second membre, qui sont des polynômes ou des 

fonctions entières d'ordre ^ r- Dès lors, les y^ sont k intégrales indépen- 
dantes de (21 few). €• Q. F. D. 

Il n'est pas difficile de vérifier que l'ordre de la solution de (21) peut 
être absolument quelconque. Nous considérerons seulement à cet égard 
l'équation 



dx^ 



— T3cr^j= o, 



et nous établirons le résultat suivant : 

Théorème V. — L'ordre d'une Jonction entière satisfaisant à 
l'équation différentielle linéaire 

(t3 const. , q entier positif ou négatif, ^ H- ^ > o) peut être un nombre 
fini et rationnel quelconque, à sai^oir le nombre i + ?• 

1^ q>o. 

Soit l'équation -—; — xS.r^ j = ( * ). 



(*) Comp. Bouché et Lévv, Anal,, t. II, p. 606. L'équation -1-^ — ma?^j = o équivaut 

à -^ — h ^a'= ex'', équation de Riccattî, par la transformation u = -. — -^\y dépend, en 

général, de deux constantes arbitraires et est ici dWdre i + ^ • Il en est de même de sa 
dérivée, y a d'ailleurs en général (et même toujours si q impair) une infinité de racines 
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.(A) .^ _(0) 



Ici a = — 'CS, a = ij tons les autres coefficients étant nuls. On a, 



d'après (23), 



7 



(n^k)(n-\-k — i). . .(/l'-f- i)a^^,= T3a,_, 



«•m = 






m {m — i).. ,(m — A" 4- i) 
"'"*-^ (;n — A- — y) (m — A- — y — 1 ). . .(m — 2 A — ^ -h i)' 



Considérons le produit 

P*= m(/n — 1). . .(m — A -t- i) (/w — k — q) 

X(/w — k — q — i). . .(m — 2^* — gr-f-i). . .. 

Il est compris entre 

m*(m — A- — qYif^ — '^k — 2gr)* .. ., 
et 

(m — ky{m — k— qY^m — 2k — ^qY- - - • 
Soit encore 

On a 

(A^-5r)^{Jt.!>P>(tx-a)!(* + 7)'-^ 

car 



ajnsi que -p- diaprés les théorèmes de MM. Picard et Borel : par suite, l'intégrale de Téqua- 

lion de Riccatti -^ — h bu'^=:cx^ est une fonction méromorphe d'ordre i -H - (au numéra- 
teur et au dénominateur). 
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Donc ( ♦ ) 

I 

l.es deux termes extrêmes de cette inégalité sont de la forme [l^*"^'^; il 
en est de même de P : P*== }jl***^*^*^ 

Dès lors, le coefficient a^ est de la forme 

*».= ::i^' (p^const.); 



m 






[j^r <,«.«<(_^^.). 



U+?/ 



m . . 



(^^(^'^■^■^■'(. + Ltîf'^'*->*-' = J.-Î5)'-' 



Donc 






m 



et la solution est d'ordre , ^ ; en choisissant /rn- ^ et X- arbitrairement, 
on obtient pour ordres tous les nombres rationnels > i . 

a" q<o. 

En changeant ^ en — q, on obtient Téquation (*) 

(') Jordan, Anal., t. II, i883, p. i86. 
(*) Jordan, Anal., l. III, 1887, p. a4o. 
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(|ui comprend comme cas particulier une équation indiquée par M. Jean 
Resal(*). 

Ici a^* -= — TS, û^o"= I > les autres coefficients étant nuls. On a, d'après 
la page 52, 

Nous supposerons k^ q : si n-^k — q =. m^ 

T«a,„_,^ = m{m — i) . . . (m — Ar -4- i)a,^. 

C'est une formule précédemment obtenue, à condition de changer 
q en — q. Les calculs restent dès lors les mêmes sous cette réserve, et 
Ton en conclut 

La solution est d'ordre — r-^ {k — ç > o). 

On obtient ici tous les ordres rationnels < 1 . c. q. f. d. 



VIL 



ÉQUATIONS NON LINÉAIRES. 



Les résultats obtenus par nous (*) en ce qui concerne les fonctions 



X 00 oc 

P ('A +2 Q^^" et P(^) +2 è^ ^^ P(^) ^^^ ^" pofynonie et ^ ^n-" 

00 

une fonction entière d'ordre fini^ s'étendent au cas ou cette fonction 
est d'ordre infini, mais non transfini : 

(^) RoucHÉ et Lévy, Anal. y t. II, p. 63o. 

(*) Comptes rendus, 2* sera., 1902, p. 891, et Ann, de la Fac, de TouL, 1902, p. 458. 
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Thj^orème VL — Une telle fonction ne peut être solution d'une 
équation différentielle rationnelle. 

(A polynôme en x) ne renfermant quun seul terme en y^ y\ . . ., 
ou y^^ que si elle est à croissance régulière. 

Les raisonnements restent les mêmes; les calculs sont seuls parfois 
modifiés ainsi qu'il suit (nous conservons les mêmes notations et indi- 
quons les équations à modifier par le même numéro affecté de l'indice 2). 



oc 00 



Supposons que ^ 9,^2'" soit à croissance irrégulière, P[ ' ) -t- \\ G„a*" 



étant une solution. On a, pour une infinité de valeurs de m, 



(28,) Ô,„=(log*m) p 

Pour les autres valeurs de m 



- — (i-f-f) 



m 



(292) ô,„=(log,m) % 

p — (7 fini, positif et limité inférieurement : si (*) m^ et m^ (''*a> ^^^1) 
sont deux nombres m consécutifs pour lesquels (îi8j,) a lieu, on a une 
infinité de valeurs de m, telles que 

(3o,) rn^ln^i{^o^^^^rn,)\ 

d'après le théorème I du paragraphe III. 
On a 

(3a, ) 6^3,= '-y 

où A-, est limité quel que soit |B,. Dans cette formule, nous supposons 
que log^p, soit remplacé par i dès que log^i^, fi, log;(_, fJ, f e, ..., 

(*) Les modifications pour les fondions d'ordre {k, o) sont évidentes. 
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(33,) (e-.ô:'-..r=*.(»og*p. )'"... (iog,p,)^. 

Il y a une des valeurs p,, P^ par exemple, telle que 

(34,) ^,l'^> 

a^f p — C (Cfini, positif et limité), car 






^s> 



pour n assez grand. On pourra donc poser 
(35,) a,<(T'=p-C. 

[3^ étant supposé fixe, cherchons un minimum de 

(log,p.)^^...(log,p,_.)fe>[(log,p.)P....(log,p,_.)Pf., 
avec 

fj, -+-...+ P/_, = const. = n -h r, — (3„ p, = p h- e, 

€ I aussi petit qu'on veut, mais fini. 

Soient ^^ ..,, [3,_, ceux des ^,, . .., ^,_^ qui sont < e^[i) : il nous 
suffit d'avoir un minimum de 

— 'OgA+i H, H- ... -h ^j^ iOg*+, Px_, = ^^ , 



avec 



n -+- r\ — %= p, -+-... -h P)-, (/•', fini fr, ; si ^ = /, r\ = r, ), 

On a 

'og*^iP/=o» 

^^(P. logA*. ^ H-. . . H- Px-. JogAH-. Px-, ) = o, 
J.E.P., %'a. (C.nMO). 8 
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et 

1 
d'où 



•ogA*. P.-^- log,^. . . . logp, — ^**S*+' t^^- + l0g*?X-. . . . log?X-, ■ 

« 

Considérons 
on a (p. 6) 

:'=r, î ... 1 1 1 

L logX log-P • • • logAX J X logX . . . logAX 

Dès que log^.r^ i , logo;^/- (*), et cette dérivée est positive : X est con- 
stamment croissant. Donc dès que j3;^e^(i), fJx-i = ^A(0> ^^ que Ton sup- 
pose ici, on ne peut avoir 

que si [i,= [V.; d-oup,= (^,,,= "^/l7^^ (r;<rJ. 
Soient 

C = (log.P,)''---(l»g.ft-.)^-. 

A étant donné, G^ est un minimum (et non un maximum) de C, car 



(») En effet, 
loga';;eji_i(i), eo(i) = i^i, e,(i)â2, ^,(i)âe«^«^*^^e-;:3, ..., et logx ;:eA .,(0 -. A 
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prenant 

C devient 

qui est au moins égal à C, pour X^2, car r^tr'^. Enfin la valeur de C, 
est d'autant plus petite que "k est plus grand. Finalement 

(log,^,)V..(iog,p,r'>(log / + l7^^ ) "' (log,{i,)'/-, = H 

(A-jConst. ). 

Nous allons encore chercher une limite inférieure de H en tenant 
compte de (340- ^^ ^ 

X, = logH = i' log,..,S,-H- ^L±^iog,^. ^^^7^' + const. , 



x; = ^ (iog,,, p,-+- ,,g^p^.'.:,,gj 



I r, /i + r, — ^/ I 1 

L log. ^_^^ ...log ^_^ ^ J 

avec r,^'*,, X'^ étant la dérivée deX, par rapport à fi^. 
Or nous avons vu que la fonction 

X = loff^. , X H- 1 i 

croît toujours dès que a:^^^(i). Ici, d'après (842)? 



68 

et X, sera positif si Ton a 
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/ -. n -4- r, 



-^ w -^ r, 



.-//_, - /_, 



.-'z 



ce qui a Heu. On aura alors une limite inférieure de X, ou H en faisant 



#1 — r, 



I m -^ r. 



m — rf, { — I r — r. 



•i^o^T-v ' KC^-^)] ' 



i^r 



« — r, 



«I — r — 



= M» — '^1 M— 7 — '". — '^t = — 7 ^-7 ^^• 



iV nous savons p. 1 8 ' que 



A 1^ 



loS, 4 — A= loÇaX — I - 



T teiuiant TeK zéro quand x cnoit indéfiniment. Dès lors 



Hî' 



= lo-. — r 



* 



5 , 



»■ /r 



k — I 



i "T 



% — r «r r. 



*v>i*_, — 






H 



X — 






r** 



•i» « 



ec. * jfepcvs 






f — 









T. — • 



tv«c , = :. «v- r 
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Le nombre des termes de ^«B étant 5/i^(C limité), la somme des mo- 
dules des termes de ^«B autres que ceux qui contiennent ^^„ est d'ordre 



n^' 



1^ étant la plus grande des quantités /, qui sont limitées. D'ailleurs (p. 18) 



/i 4- /• 



log* —j-^ = log;j_, [log(n -I- r, ) — log/] 

— 'Og*l«-t-rj log,(n4-r,)...log(« + r.) 

= [log,(n-hr,)]-S 
n^'=[log»(n-4-r,)f, 
log,(wH-r,) = (log,«)'*^". 

Finalement, la somme ^aB considérée ci-dessus a comme limite supé- 
rieure de son module 






et ne peut se réduire avec le terme unique d'ordre 



^ / 

-(»-+-«:) 



(I^Sa^O^* • C. Q. F. J). 

Remarque I. — Il n'est pas difficile d'avoir un exemple de fonction 
entière d'ordre infini satisfaisant à une équation différentielle rationnelle. 
Soit 



y 



= e-, y=e^J, (^y= ^^:>^ ^, yy^yf-y'\ 



70 EDMOND MAILLET. 

Il n'y a qu'un terme en j'"^, et notre théorème VI est applicable à cette 
équation différentielle 

Remarque II. — Les mêmes méthodes sont évidemment susceptibles 
d'être appliquées, avec des modifications parfois insignifiantes, à d'autres 
équations différentielles. Nous allons en voir un exemple. 

Théorème VIL — Toute solution 5-7(7)' oii 'C^ est une fonction 
entière d'ordre non transfini d'une équation différentielle 

$ étant un polynôme en x, y, . . ., j^*'"*^ A un polynôme en Xj a sa 
croissance régulière. 

C'est le cas, en particulier, pour l'équation y"=z6y^ + d' de 
M. Painlevé (*), et pour les équations linéaires, homogènes ou non^ 
dont les coefficients sont des polynômes. 

En effet, considérons l'équation 

Supposons qu'elle admette une solution de la forme 






oïl Ç est une fonction entière. On a 

r = x^a. ' 

X, {X, . . . , co entiers, D, , ... constantes. 



(^) Painleyê, BuiL Soo, math., 1900, p. ao4. 
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Après réductions, l'équation différentielle deviendra 

où nS est une constante et Y un polynôme en C^"^*\ . . . , ^, .r : notre théo- 
rème VI lui est applicable, c. Q. F. D. 

VIII. 

SYSTÈMES LINÉAIRES. 

Certains des théorèmes qui précèdent ne supposent rien de précis sur 
l'ordre des fonctions entières qui satisfont à des équations différentielles 
rationnelles. Pour augmenter leur portée, an moins dans certains cas, il 
est bon d'avoir quelques renseignements sur cet ordre. Les théorèmes IV 
et V nous en ont déjà donné. Nous allons établir à cet égard par des 
méthodes différentes un certain nombre de résultats parfois moins précis, 
mais qui s'étendent à des catégories bien plus vastes d équations diffé- 
rentielles linéaires. 

Il nous suffira, pour cela, de généraliser des propriétés des systèmes 
d'équations différentielles linéaires indiquées (*) par M. LiapounofF. 

Théorème VIII. — Soit le système 



cil 

dXfi 
dt 



—= G, ^ ^X ^ -1— . . . -+" (l I ;, '^*n 9 



^/ii -^1 "+~ • • • H" ^'nH*^ny 



oit a^^y ..., a„„ sont des Jonctions quasi-entières aux environs d'un 
point singulier essentiel isolé commun que nous pouvons supposer 
être t = oo; si ces /onctions sont d'ordre au plus égal à celui de e^^, {t^) 
pour ^ = C3C, jr, , . . . , x^ sont d'ordre de grandeur au plus égal à celui 
de ef^^^{\t \^^) (s positif y fini, aussi petit que l'on veut) pour t = oo. 

(*) Picard, Analyse, t. III, p. 362. Nous suivons la même marche que M. Picard. 
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Sif en particulier y «,,, . . . , a„„ sont des polynômes de degré ^rtf, ou 
égales à ( * ) un polynôme -f- un terme monodrome et fini pour ^ = oc, 
on peut trouver un nomhre\ positif tel que |a;, [, . . ., \x^\ soient d'ordre 

Soil l ---- rc'*'', f6'' ''**= r, où r est réel et co constant; 

"dl "" -,/ (cosco - isinco) = (cosco — ^smco) (^-^/- + ^ -^ j. 

Ici hji^ Cjf^ x^y Xj sont réels avec r. Les équations (24) donnent alors un 
systonir analogue de a« équations en .r^, ..., r^, ,1", ..., ,r^, où les 
oocnicients sont des fonctions quasi-entières de r pour r = oc, réelles 
poin* r réel, et (Pordrenon transfîni. 

Si, (Paprès notre Terminologie (*), l'ordre maximum des fonctions a^^ 
c»st i^/, p\ c*est-à-dire ^ celui de e^^, (r^) pour |^| = r assez grand, il en 
sera de mcmc pour les fonctions bj^y Cj^ du nouveau système différentiel. 

iMualomcnt, nous sommes ramené à un système analogue à (24) où la 
\arial)le ne prend cpie des valeurs réelles. 

(ieei posé, soit 

Kn substituant iluns (a4)t on aura le système 



'j,' "■•^"" I^P.^Mi'"')---'^' ''J.-H^ï.sjs-h ..-^l7„J'„ 



r 



)M 



-;)," -^ *»„ V, -+-... -4- ^r7„— ti-f , f, ,, ;/f ; . . . r, i'-'] J'--'\y\. 



[ ' ) ^o^^* ^UnMi? *iors que cos fonctions f-onl des guasi-polr nomes pour / := x. 
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D*oîi, en multipliant les deux membres par^,, . . ., j,, respectivement 



et ajoutant 



j 



f • • • 



(.6) ! ï^^^%±^={''..-w."M..(''o...'''-x; 

Or, soit 

/(r .r«) = A,,r'H-aA,,r.r»+---+aA,„j,r„H-A„j;-f-... 

la forme quadratique du deuxième membre de (a6). On a 

/=A..rî+2Pj,-+-Q, 

oii P ne contient pas p, ; 

/=S^(A„/, + P)'-f-Q-£- 

Supposons k^ et p^ assez grands; soit a = -+- 1 : A,, est négatif dès que^ 
est assez grand. Q — ^^ ^^* ""^ forme quadratique à /^ — i variables, 

analogue à y, où les coefficients de j^, . . ., xl sont négatifs dès que f est 
assez grand et sur laquelle on peut raisonner de la même manière. Fina- 
lement on voit que y* est une somme 

/= a, Pi; H- ... + a,, P" 

de n carrés, où P, , . . . , P„ sont réels, a, , . . . , a^ négatifs dès que ^ > t, 
T nombre fmi réel assez grand (quand tjt. = — i c'est l'inverse) (*). 

pt 

(^) Aucun de ces n carrés n'est identiquenrienl nul. En effet, A,ip^o; de plus, Q — -^— 

contient effectivement pour A*|, p,, t assez grand les /i — i carrés y\^ ..., j'J, c'est-à-dire est 
identiquement de la même forme que /, avec une variable de moins. De plus, parmi ces 
carrés, le premier seul contient y, ; parmi les /i — 1 autres, le premier seul contient /,, etc.; 
donc ces carrés sont linéairement indépendants. 

J.E,P., 2«s. (C. n« 10). 8 
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Si f > T, 

^(n±Lii±IJà <^ o Ooquand a^ — i). 

Lorsque t varie de t a -+- ce, y^^ -{-■•• -\-xl ^'^ ^"^ diminuant : les valeurs 
absolues des produits 

sont toutes limitées supérieurement. 

On voit que, ici, il suffit de prendre /*, = /• -+- i , p^ =: p -+- s, s positif 
aussi petit que l'on veut, mais fini. 

Cette propriété reste vraie quel que soit co. 

Si, en particulier, les Oj^ sont des polynômes de degré "^TaJ, il suffit de 
prendre p^ = tiS +. i + £,/', = o ; même 

reste limité quand - tend vers o et que X est positif et assez grand, c'est- 
à-dire que l'on peut déterminer 1 de façon que 

,v^ I ^. ^ ' ' • 
Il en est de même quand les Oj^ sont des quasi-polynomes. 

G. Q. F. n. 

Corollaire. — Ceci s' étend de suite au cas d'une équation dijféren- 
tielle linéaire homogène d'ordre n dont les coefficients sont des fonc- 
tions quasi-entières d'ordre non transfini pour t=-cc; en particulier^ 
foute fonction quasi-entière pour t == zc solution d'une équation diffé- 
rentielle linéaire homogène, dont les coefficients sont des fonctions 
quasi-entières pour t = oo d'ordre non transfini (X, p), est d'ordre 
(Â -h I , p). Si les coefficients de l'équation sont des polynômes^ la 
solution est d'ordre fini. 
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Remarque I. — Ceci nous montre tout l'intérêt d'une classification 
plus précise des fonctionsentières, comme M. E. Lindelôf(*), par exemple, 
en a entamé une ; une pareille classification permettra, sans doute, d'ob- 
tenir une limite supérieure plus précise de | d\ I, . . . , | .r„ j. 

Remarque II. — Quand, dans la démonstration du théorème précé- 
dent, on prend (A = — i , on a 

di -^• 

Loi'sque t varie de t à h- x, /^ -f- . . . -^y\ croît et a ( * ) une limite infé- 
rieure finie > o pour ^ =oc. Parmi les n Fonctions 

une au moins a son module limité inférieuremeut pour r = oo et est :^ o. 
Il suffit de prendre /•, = A- -[-• i , p, = p -f- e, si les Oy^ sont des fonctions 
quasi-entières d'ordre ^:(/*, p) pour f = oc, pour que cette propriété ait 
lieu. 

Si les ciji sont des quasi-polynomes de degré tîJ au plus, une au moins 

des n fonctions 

x^e "" ' 

(7/ positif assez grand) a une limite inférieure finie >*o pour ^ = oc. 
Ces propriétés sont vraies quel que soit co. Mais, quand co varie, rien 

( ^ ) Lot\ cit. 

(') On ne peut avoir, P,. . . ., P^ élanl indépendants (p. 78), 

^(jÎH-...-hy;) _^ 
dt ~ ' 

dans un inlervalle fini, que si j'jrr. . .:= j^rro, d'où jcy^, . , = Xf^=zo^ cas que Ton peul 
laisser de côté. Celte égalité n'aura donc lieu qu'en un certain nombre de points isolés. Eu 
dehors, ^J -t- . • --H/î est fonction constamment croissante de /, c'est-à-dire qu'une de ces 
quantités au moins, yj, par exemple, ou \Yq\i est fonction constamment croissante de /, par 
suite est > o. 



ne prouve, a priori, que la ou les valeurs de q restent les mêmes. On peut 
même affirmer que cela ne doit pas toujours arriver, par exemple, si .r^ 
est une fonction entière ayant nne infinité de zéros. Ce résultat comporte 
néanmoins une interprétation au point de vue de Tétude des zéros des x^. 

Ces fonctions ne s* annulent siniultanénient en aucun point du domaine 
de f = x. Ceci est d*ailleurs une conséquence immédiate du théorème de 
(yauciiy sur Texistence des solutions (*). 

Hcniarque IFI. — On peut chercher a étendre les résultats obtenus 
i\'i\i\9^ ce paragraphe au cas où les aj^ sont quasi -méromorphes d'ordre non 
transfini pour f = oc, c'est-à-dire sont mcmodromes et d'ordre non trans- 
fini dans le domaine de / = oo qui est pour les aj^ un point singulier 
essentiel isolé comnnui : aj^ étant le quotient de deux fonctions quasi- 
entières j)Our / = 30, nous nous bornons au cas où la fonction dénomina- 
teur est d'ordre fini ou un polynôme. Isolons les pôles des aj^ dans ce 
domaine par des cercles C de rayon r^ assez petit ayant pour centres 
ces pôles. Considérons encore un argument déterminé cj. Si la droite 
(0 = const. ne rencontre qu'un nombre fini de ces cercles, ce qui a tou- 
jours lieu quand la fonction dénominateur est un polynôme, on pourra 
raisonner de la même manière. Nous reviendrons ultérieurement sur le 
cas général. 

Quand l'ordre est infini, le résultat annoncé dans T introduction doit 
rtre considéré seulement comme probable. Nous n'en possédons pas 
encore la démonstration. 

Knfin, on peut chercher à étendre aux systèmes linéaires dont les coef- 
ficients sont des polynômes les théorèmes que nous avons obtenus en ire 
qui concerne la i^gularité de croissance des fonctions entières satisfaisant 
aux équations diflerentielles linéaires dont les coefficients sont des poly- 
nômes. 



(') ho nu^me une solulion d'une équation dinerenlîelle linéaire homogène n*a en ï'énèrjl 
iHMMiii »iVo il'ordre de muUiplicilé i /i en dehoi^ des points critiques. 
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Théorème IX. — Soit .i\ , . . . , .r„ un système de solutions du système 
d'équations différentielles 



* dx,t 

A^— T- — ^^/i^i -f-. . .-4- a„„X,^y 



dt 

ou A, , . . . , A,^, a^^y . . . , <7„,, sont des polynômes : si .r^ (çr = i , 2, ... 
ou n) est unefonetion entière, son ordre est fini et sa croissanee régu- 
lière. 

En eflfet, prenons n — 1 fois les dérivées successives des deux membres 
(le la première équation, en éliminant chaque fois -^> • • 'j --tj- et les dé- 
rivées de .r,, sauf une, à Taide des n équations du système et des équa- 
tions successivement obtenues. Nous aurons 



lio ^i^i ^2 I ''i +•••"+" ^%n*^n^ 



En eflet, soit 



'*~diF ^//l'^i "+"••• "^^ ^nn'^H* 



"' ^Û^ ^/«i "^i "1" • • • ^" ^mn'^\r 



On en tire 



1^ d^'-^'x dbn^d^_j dx^ ^ dlhm 

^//i,y^m+. -+- ^i dt"" " '«* dt "^*'« dt 



. • • 



i^t Jélimination donne 






7^ KDMO\II MAILLET. St'R LRS r09CnO?rS XOKOINIOVES, ETC. 

L'élimination de .r, x^ nous donne 



I A, ^ — «..-r, a,, ... rt 



■ a 



= o. 



(**e!»t-a-dire une équation difTérentielie linéaire bomc^ène à coeflicients 
rationnels d*ordre n. Si .i\ est une fonction entière, nous savons, d'après 
le théorème VIII, que x^ est d'ordre fini; par application d'un théorème 
connu (*), nous savons que .r^ a sa croissance régtilière. 

C. Q. F. D. 

Hourg-la-Reinc, 3o septembre iQoS. 



(*) \nn. Fac. Tout . 1902, p. 456. 



SUR LA 



SIMILITUDE DANS LE MOUVEMENT DES FLUIDES, 



Par m. E. JOUGUET. 



1. (]Vst à propos du mouvement des fluides cjue Newton a imaginé 
son célèbre théorème sur la similitude en Mécani{|ue (*j. Toutefois, on 
verra par ce qui va suivre que les applicdtions qu'il en a faites à ce sujet 
ne sont pas sans soulever |)lusieurs difficultés et qu'elles sont subordon- 
nées à des hypothèses sur la constitution des fluides qui en limitent la 
portée. Dans la Note où il a si vivement mis en hmiière et si heureuse- 
ment perfectionné le théorème de Newton (^), Bertrand a bien donné 
quelques indications sur la légitimité de son emploi dans Tétude des 
fluides, mais nous ne trouvons pas ces indications entièrement satisfais 
santés et même la démonstration que propose Bertrand pour un théorème 
fondamental de la théorie des turbines ne peut être acceptée qu'avec les 
plus grandes réserves. Dans le dernier Chapitre de son Cours de Méca- 
nique ('), Reech a rajeuni quelques-uns des résultats de Newton mais 
sans s'affranchir tout à fait, à notre avis, des objections qu'on peut leur 
faire. Il nous a paru intéressant de reprendre, en nous fondant sur les 
principes de la Thermodynamique, la ({uestion de la similitude dans le 
mouvement des fluides; nous croyons qu'il est possible, en suivant cette 
voie, de perfectionner sur ((uelques points de détail la belle théorie de 



(*) Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, Livre II, 7" section. 

(*) Note sur la similitude en Mécanique {Journal de V École Polytechnique, 
XXXII» Cahier, i848, p. 189). 

(') Cours de Mécanique d'après la nature généralement Jlexible et élastique des 
corps, i85a, p. 265. 

y. £. P,, z* s. (C. n"» ÏO). 9 
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Newton, et il nous semble que la recherche du détail est permise en un 
sujet qui touche aux principes. 



I. 

L'équation générale de la Thermodjrnamique. — 2. Commençons 
par rappeler diverses formes que Ton peut donner à Téquation générale 
de la Thermodynami(|ue. Nous supposerons tout d'abord un système ma- 
tériel déterminé par un nombre /i ni de variables normales a, (iJ, . . . , X, 
T, la lettre T représentant la température absolue. Soient /(a, [3, ...,>., T) 
le potentiel interne, o/= f^ooL -f- . • . -^-Jx^k le travail virtuel des actions 
de viscosité, o5^= Aoa H-. . .H-LoX celui des actions extérieures, 8/ 
celui des forces d'inertie. Une lettre quelconque, i par exemple, mise en 
indice après la caractéristique 8 indiquera que la difierentiation marquée 
par 8 doit être effectuée en laissant constante la quantité représentée par 
la lettre /. Enfin, nous supposerons toujours les quantités de chaleur expri- 
mées en unités dynamiques. L'équation générale de la Thermodynamique 
s'écrit alors 

3. On peut donner d'autres formes ù cette équation. Considérons l'en- 
tropie S et l'énergie interne U 

, ~ "~ âr 

(2) { 

Prenons une fonction absolument arbitraire <p(T) de la température. 
Sa dérivée est <p'(T). Posons 

(3) <7 = S(a„(iJ, ...,X,T)-(p'(T). 

De (3) nous pouvons tirer T en fonction de a, p, . . . , >., a. Renipla- 
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cons T par cette valeur dans la fonction 



U(a,p,...,X,T)-Tç'(T)-hcp(T), 

qui devient ainsi une fonction 

T(a, p, ..., X, a). 
On a identiquement 

(4) ^+cp(T) + T(7 = r. 

Donc 



o,.f -f- \j^ -H (p'(T) H- (r] 8T + TS(T = 8r, 



ou, par (3), 



(5) o,.f-hTo(T = ar. 

On tire immédiatement de là les formules importantes 
et 

(7) Ô,^=:.SJ. 

L'équation (7) montre que Tëquation fondamentale (i) peut prendre 
la forme 

(8 ) 0, r — 0/ — cIG, — oj = o. 

Comme cas particulier, la condition d'équilibre du système peut s'écrire 
soit 

(9) 0^/ — oG,= o, 

soit 

(10) o,r— sg,= o. 
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4. Suivant les cas, il est avantageux d'utiliser Téquation (i ) ou Téqua- 
tion (8), 

On sait que l'équation générale de la Thermodynamique doit toujours 
être complétée par une relation supplémentaire pour que le problème 
du mouvement d'un système soit entièrement déterminé. Cette relation 
dépend des conditions auxquelles est assujetti le système. 

Les cas les plus simples sont ceux où la température et Ventropie 
doivent rester fonctions Tune de l'autre. Cela peut arriver de deux ma- 
nières. 

En premier lieu, la température peut être assujettie à rester constante. 
La relation supplémentaire est alors 

T = const. ; 

la forme la plus commode de Téquation générale de la Thermodyna- 
mique est (i). Désignons la force vive par W, et supposons que les actions 
extérieures admettent un potentiel û(a, [i, . . . , ^) qui est forcément in- 
dépendant de T, puisque les variables sont normales. Remplaçons alors 
dans (i) les modifications virtuelles par les réelles ; nous obtenons Téqua- 
tion des forces vives 

(il) rfw-4-<(û + <r) = ^: 

N'oublions pas que T doit rester constant ; il y aurait donc une intégrale 
des forces vives si la viscosité était nulle. 

En second lieu, Tentropie peut être assujettie à rester fonction de T, 
ce qui peut s'exprimer par ( * ) 

. (7 = const. ; 

c'est alors la forme (8) qui est la plus commode. L'équation des forces 

(*) Il peut arriver que la condition j n^ consl. soit vérifiée par suite de la nature même 
du système; dans ce cas, cette condition est une identité et non plus une relation supplé- 
mentaire. 11 est alors impossible de tirer T de (3), et notre définition de V tombe en défaut. 
Nous laissons ce cas de coté. 
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vives s'écrit 



(12) (m-^d,{ii + x) = dj\ 

et, comme a est constant, il y a une intégrale des forces vives si la visco- 
sité est nulle. 

Supposons qu'il y ait un potentiel des actions extérieures et que le 
système soit en équilibre. On a, pai- (9) et (10), 

(i4) 5,(ï + 0).= o. 

Pour discuter la stabilité de cet équilibre il faut savoir à quelles condi- 
tions sont soumises les petites oscillations autour de lui, c'est-à-dire quelle 
relation supplémentaire convient à ces petites oscillations. Supposons les 
petits mouvements isothermes ; les équations (1 1) et (1 3) permettront de 
montrer, par le raisonnement de Dirichlet, que, si la fonction (?'-h û, dans 
laquelle on suppose T constant, est minima, Téquilibie est stable. Suppo- 
sons au contraire que les petits mouvements se fassent à g constant; les 
équations ( 1 2) et (i4) permettent de prouver de même que, si Y -h û, où 
l'on suppose g* constant, est minimum, l'équilibre est stable. 

S. Peut-on donner un sens physique à la relation supplémentaire 
(j = const. ? 

QfiandUrîy a pas de wscosîté, cette relation comprend un cas parti- 
culier important, celui où ^(T), qui est arbitraire, est nul. Les mouve- 
ments sont alors adiabatiques, et ï se réduit à U. 

Quand il y a viscosité, la relation a=const. n'a plus de sens phy- 
sique. Mais considérons dans ce cas la relation supplémentaire 

(i5) 'ïdfy = — df. 

Celle-là comprend le cas particulier de T(^S = — df^ soit des modifica- 
tions adiabatiques ^ puisque TrfS H- df n'est autre chose que la chaleur 



reçue. 

m 
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L'équation 'S) donne^ pour Féquafion des forces 

rfW -. dû — r — Çrfr — d/= o 



àr 



ou, TU [6 •, et puisque 'i5 est Terifiée, 

:i6) d\\-hd Û — r. =o 



Considérons + V comme une fonction de a. S, \ sruk, ^ res- 
tant constant, et imaginons que cette fonction soit minima pour la position 
d'équilibre, c'est-à-dire que 

I ' o; Lî -f- 1 > o. 

Dans la position d*équilibre on a 

I 5 L!-*-l = ^- — o<F= ^sa^ = Ts^. 

Cette expression est po^îtiTe si sc>*o. La combinatuion de 17' et 
de '18^ donne donc le résultat suirant : « GonsidàtHis un état ¥oisin 
de rétat (Téquilibre, mais ou 7 soit supérieur 00 ég^ à ce qu*il est dans 
rétat d'équilibre, ii — X est plus grand dans cet état Toîsin que dans 
l'état d'équilibre. » 

EuTiMgeons alors de petites oscîUatioiisan cours desquelles la liaison '^ 1 5} 
est vériBée. IXins ces nHMiTements. di est positif* f: croit. IW suite 00 
peut , en faisant sur 16 le raisonnement de Diriclilet, montrer cpie Féqui- 
libre est stable au regard de ces petits mouTements. 

En partiirulier, Léquilibre adiabatique d'un système aflecté de riscosite 

est stable si !J — L. considéré comme fonction de x, i i seuk^ est 

minimum. 

Cas des fluides. — 6. Appliquons Téquation générale de la Thermo- 
dynamique à un fluiile formé d'éléments de masse Dm soudés ^ * ^ entre 



* ' Ce Bo: <st pris d^fti le i»tAi qti-r \2l J->aii^ 11. DoIk-oi Théorie tkertmcdyrmmmùffme de 
ta tùcfkuie. dm fr^iAUm^eml et des famjc t^imiiibres cÂîmu^jm^:^, i Vjô. p. i^ . 
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eux, chacun étant défini par la connaissance de sa densité p et de sa tem- 
pérature T. Mous laissons de côté toute complication relative à la présence 
possible d'une variable chimique ; nous nous bornons aux fluides dans les 
conditions ordinaires de l'Hydrodynamique. Pour simplifier, nous suppo- 
sons même négligeables les actions des éléments les uns sur les autres, de 
sorte que le potentiel interne de la masse totale est de la forme 

§#(p,T)D/n. 

Dans cette notation, la fonction ^7" devient maintenant le potentiel interne 
(le l'unité de masse du fluide, prise dans un état homogène. 
Le traviiil virtuel des forces d'inertie est 

— S Ua: '^X -^jy ^X + jz ^z) 0/W, 

Jx^jy-^jz étant l'accélération. 

Les actions extérieures s'exerçant sur le fluide sont de deux sortes. Les 
unes sont appliquées à la masse de chaque élément et leur travail virtuel est 

§(Xo.r-hYor + Zoz)D/w; 

les autres s'exercent à la périphérie et donnent le travail 



2 (P. 



tx-t-P,fy + P,h)dK 



d'Itl étant un élément de la surface qui limite, à l'instant tj la masse fluide, 

et l'intégrale ^ s'étendant à toute cette surface. 

Nous supposerons pour commencer quil n'y a pas de viscosité . L'équa- 
tion ( I ) prend la forme 

§ o,.^Dm — G (X oa; + Y oj -h Z Zz) Dw 
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De même, en posant 

U = .f-T^ et r=U-T(p'(T)-4-(p(T), 

U et r sont deux fonctions qui se rapportent à l'unité de masse et l'équa- 
tion (8) s'écrit 

s (y. ^-f ■+- j'y ^.r H- y, oz) Dm, 

-2(P,ûar-f-P^or4-P,oz)rfS = o. 

Désignons par / l'une des quantités T ou a, et par ^(p, /) la fonction ^ 
de p et de T ou la fonction T de p et de a. Les deux équations précédentes 
peuvent se grouper dans le seul symbole 

(19) |§8,$Dm — |§(X8.r-hYôr-f-Zoz)Dm 

S U. '^^ + JM -^- j\ ^^0 D/^^ 

- 2 (P..o.r + p/:r + p,5z)rfs = o. 

Choisissons un état initial bien déterminé, dans lequel chaque élé- 
ment Dm a pour coordonnées a^ 6, c. A Finstant t l'élément D/w(a, 6, c) a 
pour coordonnées x, y, z, qui sont fonctions de a, b, c, t. 

Transformons (19) de manière à n'y laisser subsister que les variations 
de 0?, j, z. 

On a 

o,a.= op. 

La variation ôp est celle que subit la densité d'un élément Dm bien déter- 
miné dans un déplacement virtuel 8a:, oj, 83. On sait que 

-N ( dtàX doy â^z\ 
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Donc 

s 5,* D. = - s ? (^' + f + ^) P- "^dy.!.. 

On peut intégrer par parties. Soit N la normale à la surface du fluide 
dirigée vers l'extérieur : 

Q 0,.$ Dm = — 2 P^ dô [^•'''cos(N, a:) -h o/cos(N, y) + ozcos(N, r;) Jt/Ï 






«Jp»X^ dù^^ ()o»^ \^ 

dz J G 



ou encore 



Gô,.$Dm= — 2 p^-^ [ôa7cos(N,a:) + ojcos(N, j) + 0j3cos(N,z)]rf2 



Sd^^ ( di N di % ài^ \^ 



L'équation (19) devient donc 



. r/ (^4> J^0\(^p ô^^ di ^ .In 



K^^ïr -i-P^j^H +P5P7 53 -Z +yc]oz|Dm 

- 2 1 [*'-+ P'? ^^^ ^N-^)] ^^'^^ -^ [P^+ P^^ cos(No )] or 

+ [^p^ + P»^cos{N,z)loJrfX = o. 

Il faudra, pour avoir les équations du mouvement, égaler à zéro les 
coefficients de Sa?, oj% oz dans les intégrales de volume et de surface. 
Pour rétude des intégrales de surface, il faudra faire intervenir les 

/. E,P., i's. (C. n" 10). 10 
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conditions aux limites. Notre but, rappelons-le, est la comparaison des 
mouvements de deux masses fluides semblables. Les masses ne sont 
semblables que si les conditions aux limites le sont. Ce point demande 
des éclaircissements, et il y a lieu, pour les donner, de distinguer deux cas. 
Il peut arriver que les conditions aux limites soient purement géomé- 
triques : par exemple les molécules doivent suivre une paroi solide 

donnée. Dans ce cas, les forces (P,-4- P^-f- P,)rfS sont des forces de 
liaison non données, que Ton détermine précisément par la condition 
d*annuler les intégrales de surface de (20). Pour que les conditions aux 
limites soient semblables, il suffit qu'elles le soient géométriquement; 
d'elles-mêmes les pressions P^, P^, P, prendront des valeurs compatibles 
avec la similitude dynamique du système. 

Les conditions aux limites peuvent aussi être dynamiques; par 
exemple, à la surface libre d'un liquide, la pression est donnée et égale 
a la pression atmosphérique. Dans ces conditions, la similitude géomé- 
trique des conditions aux limites n'entraine pas ipsojacio leur similitude 
dynamique; pour qu'elles soient dites semblables quand on passe d'un 
système fluide à un autre, il faut non seulement qu'elles le soient 
géométriquement, mais encore que les travaux virtuels des forces 

( P^-f- P^-h P-j^ données soient dans le même rapport que ceux des 

forces I X H- Y -t-Z)D/ii également données. 

Nous supposerons toujours, quand nous comparerons deux systèmes 
fluides, que les conditions aux limites sont complètement semblables dans 
l'un et dans l'autre. Dans ces conditions nous n'aurons pas à nous 
occuper des intégrales de surface dans (20). 

7. Pour achever la détermination du mouvement, il faut ajouter 
à (ao) l'équation de continuité et la relation supplémentaire. La pre- 
mière s'écrit, li, v^ w désignant les composantes de la vitesse sur les trois 
axes, 

V dz dizu) d(zyr\ d(zKV^ 
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Nous supposerons que la seconde exprime que 1'/ d'un élément déter- 
miné reste constant, et qu'elle est par conséquent 

, V di di di di 



II. 

Petits mouvements. — 8. Commençons par étudier les petits mou- 
vements et cela en supposant X = Y = Z = o. 
On sait que 

du du du du 

Les intégrales de volume de (ao) donnent donc des équations aux 
dérivées partielles en p, /, £/, p, (r. Nous supposerons que les petits mou- 
vements s'effectuent autour d'un état initial d'équilibre homx)gène. Dès 
lors, / étant le même dans l'état initial pour tous les éléments et restant 
le même au cours du mouvement pour chaque élément, il est évident 

que T"' y j;' ^ sont nuls. Affectons de l'indice o les quantités qui 

se rapportent à Tétat initial. Les équations du problème sont, avec les 
approximations reçues dans l'étude des petits mouvements, 



/ (^*o <^^*o\ do du 

( 



d<^n d^<^a\ dû dw 






qui se déduisent de (20), et 



â? f du dv dw\ 



i == const. 



qui se déduisent de (21), (22). 



\ ^ 



%.^. 
< 
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^- oiitour d'un état initial homo- 
1 petits mouvements auw 

^^Vf%c\\i'i\ »'ag*^ ^^ ^ d^^o t ft oeuvent être considérés comme 

^-^ , \e» coefficient» î* j^^^ «*?. Admettons que la vitesse des 

1^ tomos et dans I espace. « "* . . . , 

*s.*«nt» dans le temp» ^^ coefficients (a /^reort rien ne dit 

* ^.. V ,.ép.nde .■"•l",^- ^^ de 1- forme des ondes par exemple) ; 
«sWe ne dépende pas w 



S3»iira 



) 






^P«x niasses fluides indéfinies ou soumises à des condi. 
^'""^''T^ittr set^bles. Envisageons-les comme des systèmes 
^"r. 7 dontles longueurs sont dans le rapport a. Soit ^ le rapport 
.««.blables dont les »*^"S" j^^ „^,,e8 occupant des volumes 

:1e» masses homologues, c est a dire fl c •. r . i 

dont le rappon est .'. Le rapport des densités est ^- Soat enfm . le 



d*« . , d»*. 



apport des quantités 2-3^ -t- p. -5^!- j . , , j 

Si le. fonctions p, », ^, - de '.- r.. -.. '. »»"' <)« ■""B™'» <•" 
éaLlrns du n,ouveu.e„, pour le premier fluide, ,1 est ev.den,, par la 

' ♦;««« «.1*. ^ o -u -i;,-iv, considérées comme fonctions 
forme de ces équations, que ^ p, ^ "' e *'' e **^» 

_„ - oLz. t = tt., seront des solu- 

des variables a:,= «.ar,, j-.= ajn z.- «.z,, r, et,, 

lions pour le second fluide, pourvu que 



c 



e sera le rapport des temps dans lesquels seront décrits des mouvements 
semblables. Par suite les vitesses V des ondes seront dans le rapport -^■ 
Si l'on se reporte à {^-l'i), ce résultat peut s'écrire, vu (24), 



^\ 



v^HI^P-K-w:-^-^)] 



Cette relation, qui doit être vérifiée quels que soient |3, a, X, montre 
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que 

M étant un coefficient numérique. La quantité ^ "x^ "f^ Po *xir varie 

naturellement quand on passe d'un gaza un autre. Elle varie aussi quand, 
pour un même gaz, on passe d'un mouvement isotherme à un mouve- 
ment adiabatique. 

Le théorème que nous venons de démontrer a été obtenu par 
Bertrand. Il nous a paru intéressant de le reprendre en insistant sur 
les diverses hypothèses qu'il faut faire pour y parvenir. 

Un théorème de Newton. — 9. Quittons maintenant les petits 
mouvements et attachons-nous à la démonstration du corollaire 1 
de la proposition XXXII du Livre II des Principes mathématiques 
de la Philosophie naturelle. C'est, pour les fluides, le résultat le plus 
important que Newton ait déduit de la théorie de la similitude. 

Nous supposerons toujours X = Y = Z = oet nous laisserons toujours 
de côté, sous le bénéfice des remarques qui terminent l'article 6, les 
forces P,, P^, P,. 

-T- est une fonction ^(p, i) de p et de /. Elle est g^[^y i) pour un 
P 

premier fluide, giiP^^) pour un second. Nous dirons que les deux 
fluides I et 2 sont physiquement sem^hlables si 

B, a, 0, >. étant des constantes et 4- et étant arbitraires. 

Supposons que les deux fluides i et i soient physiquement semblables 
au sens que nous venons de définir. Supposons en outre que, dans un 
certain état initial, les quantités que nous en considérions aflectent des 
dispositions semblables au point de vue des longueurs, des masses et de la 
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variable /, c'est-à-dire que, dans cet état initial, il y ait, dans toute 
l'étendue des systèmes considérés, un rapport de similitude a pour les 
longueurs homologues, un rapport de similitude |3 pour les masses 
homologues, et un rapport d pour les variables / relatives aux points 
homologues. Si p, w, v, (r, / sont des fonctions de a?, , j,, 5,, t^ vérifiant 
les équations du mouvement (20), (ai)^ (2a), il est évident que les 
expressions 

{i OL OC QL A • 



considérées comme fonctions de j?, = a.x, , j, = a>*, , z, = az, , <, = et, , 
sont aussi solutions des mêmes équations, pourvu que 



(2G) e» = 



a 



5 



p- 



C'est dire que le second fluide est animé d'un mouvement semblable 
au premier y le rapport des longueurs étant a, celui des temps e. 

Mettons dans le fluide i un corps H|, dans le fluide *i un corps H, 
semblable à H^, le rapport des dimensions linéaires étant a. Nous 
constituons ainsi deux systèmes semblables, pourvu que leurs conditions 
aux limites le soient en effet (* ), et, les corps H, et H^ se déplaçant dans 
les fluides i et 2, ceux-ci seront animés de mouvements semblables. C'est 
là la proposition de Newton que nous voulions démontrer. Elle est 
toutefois soumise à une restriction, en ce qui concerne les ondes de choc, 
dont nous parlerons plus loin (25). 

10. Y a-t-il, dans la nature, des fluides physuiuement semblables au 
sens que nous avons fixé plus haut.^^ Il est facile de voir que les gaz 
parfaits nous en fournissent des exemples. 

Supposons que la relation supplémentaire soit T =: const. Il convient 

(*) En particulier les deux masses fluides peuvent être indéfinies. 
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de prendre alors pour $ le potentiel interne $^ de sorte que, pour un 
gaz parfait, 



, rp^ i^ RT 



R est une constante, la même pour tous les gaz, et tS est la masse molé- 
culaire : 

^-a(êp'ôTj = --p-- = -^g^,(p, r). 

La condition (26) est donc bien vérifiée, X ayant la valeur — -g-- 

O/i peut donc appliquer le corollaire de Newton aux mouifements iso- 
thermes des gaz parfaits. Il faut, bien entendu, que, dans un état pris 
comme état initial, les températures aux points homologues soient dans 
un rapport constant. D'ailleurs, comme la relation T = const. ne peut être 
satisfaite, physiquement, que si la conductibilité est infinie, il convient de 
supposer la température uniforme dans toute la masse. Mais la valeur 
uniforme de la température peut être différente dans le fluide i et dans le 
fluide 2. En particulier, les mouvements isothermes de deux masses d'un 
même gaz prises à des températures différentes peuvent être seiublables. 

Supposons au contraire que la relation supplémentaire soit 

S = const. [?(T) = o]. 

C'est le cas des mouvements adiabatiques. On prendra pour $ la fonc- 
tion U et 

A est une constante qui provient de ce que S n'est défini qu'à une 
constante près; e est la base des logarithmes népériens, c la chaleur spéci- 
fique du gaz sous volume constant. 

Nous supposerons que dans l'état initial S a une valeur uniforme pour 
tous les points du fluide i , et une valeur uniforme aussi pour tous les 
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points du fluide 2. Comme S n'est défini qu'à une constante près, on peut 
supposer qu'il a la même valeur pour les fluides i et st. Cette valeur, il la 
conservera d'ailleurs au cours du mouvement, en vertu de la relation 
supplémentaire. Dès lors, on peut faire 6 = i et Ton voit que 



« ^-. 






On sait que — = G, — c,, en désignant par Cj la chaleur spécifique sous 

pression constante. Bornons-nous aux gaz parfaits pour lesquels le 

C 
rapport des chaleurs spécifiques - est le même. C'est le cas des gaz par- 
faits simples ou des gaz composés formés avec le même degré de conden- 
sation. De tels gaz sont physujuemerU semblables au regard des modifica- 

R R 

tions adiabatiques. En effet, 1 = i , et l'on a 

s R 



/'? c\ Ai m. e^V?\"'^' / c^ 



e^' 



La condition (26) est donc vérifiée; la valeur de \ est 



A, TÎJ, Ki"c .) / 3 \°.^. 



A —^ 



(èJ 



expression qui est constante puisque S l'est. 

On peut donc appliquer le corollaire de Navton aux mouçements 
odiabatiques des gaz parfaits ayant même rapport des chaleurs spéci- 
fiques. 

11. Il est intéressant de se reporter à la démonstration que donne 
Newton du théoième que nous venons de commenter. Nous supposerons, 
pour fixer les idées, qu'il s'agit de deux masses fluides indéfinies. Newton 
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considère les fluides comme formés de particules s'attirant suivant cer- 
taines forces. Quand il place les deux corps II ^ et H^ dans les fluides i 
tt^^y il est obligé, pour avoir deux systèmes semblables, de supposer les 
particules constitutives des fluides dans le même rappoit de similitude que 
les deux corps H, et H,. Si le corps H, change, Newton doit donc 
changer corrélativement la nature du fluide. Notre démonstration montre 
que ce n'est pas nécessaire, car il est loisible de considérer une même 
masse fluide indéfinie comme décomposée en éléments d'autant de façons 
qu'on veut, et Ton peut choisir ces modes de décomposition de manière 
que les volumes des éléments de Tune soient à ceux de l'autre dans un 
rapport arbitraire. Ajoutons . enfin que l'intervention de la Thermo- 
dynamique permet de sortir du domaine abstrait et de montrer que le 
résultat de Newton peut s'appliquer aux fluides naturels voisins de l'état 
parfait. 

Intervention de la conductibilité. — 12. Nous allons supposer 
maintenant que la relation .supplémentaire n'a pas la forme simple étudiée 
jusqu'ici, mais bien qu*elle exprime que la chaleur se propage dans le 
fluide par la seule conductibilité. Elle prend alors la forme 

^'(P'T)(-,-. + ;p + :5^) + ^[(^j +(5^j +(^) J 



dk(^ dp dT dp ôT dp 









do \dx dx dy dy dz d 

rr dKi/dT d'Y dT d'ï 

k est le coefficient de conductibilité du fluide. C'est. en général une 
fonction de p et de T. Nous supposerons toutefois qu'il est constant pour 
un même fluide. C'est là une hypothèse qui n'a aucun sens physique; son 
but unique est de simplifier les raisonnements. La relation supplémentaire 

/. E. P., 2«8. (G. ïi* 10). II 
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+- 












rp^j â^^ f on 









=: O 



r.i'^0^ -^^ . D^iilleurs ' :^o et '21 subsistent, et dans Téqua- 
' ' ,0 il convient c!e faire 'I> — ^. 

T^ treitt"*'^»^ •^^ '^ définition cle> i\\\\(\e^ pliysUjuemcnt semblables. Nons 
V%% ofi5 q"^ ^' ^^^ |>1iy>i<niefTient semblable à i si 



JL 



,('^.?,^T) = /f,.f..?,T\ 



'' H '9 étant fies corufnntes dont les trois premières sont arbitraires . 
l\ e>l farïie de ^oir que les g :z parfaits ayant même rapport des chaleurs 
tn/^'ifuiues sont ph\sî»|ueîîient semblables au sens de cette nouvelle dëfi- 
nilion. Fn effet. ^o*ir un ^jrà% parfait, 



HT 



= rT — rT LogT H Liûgp. 



Donc 






RÔT, ^ ft^,, ft , UOTj ^ 



ISI2 



TH. 



Comme -j n>sl déKni qu'à une fonction linéaire près de la température, 
on peut écrire 



(29) 



\ (è P' ^'0 = '•'^'^^ - '^^^ '-«B'r + '-^ Logp. 



S' le gaz -^ et le gaz i ont même rapport —> ils ont aussi même pro- 
cJuitTHc. Dès lors on a 



^ 



'^»(^P»ÔTW-L(t3,c,6T-T3,c.8TLogTH-RÔTLogp) = JO^,(p,T) 
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a' m 



La condition ( 28) est donc vérifiée, la valeur de >. étant 0- — ^- 

I^ condition (28) est d'ailleurs évidemment plus restrictive que (^5), 
car celle-ci se déduit de celle-là. 

15* Ces principes posés, prenons deux fluides physiquement sem- 
blables au sens de notre définition nouvelle, et supposons leurs coefficients 
de conductibilité, censés constants, dans le rapport 7,. 

Les fonctions p, //, i^, «% T de Xy 7, z, f étant solutions de (20), (21)^ 

(27), il est évident que les fonctions -^ p, -w, ^ v, ^iv, 6T de a.r, aj, az, 

CL' E S c 

V 

e^sont aussi solutions de ces équations pourvu que 

(3o) r, = 2^,, 

(3.) e'=g- 

La combinaison de ces deux conditions exige que 

(32) '/i=^r-- 

Ainsi considérons, pour fluides 1 et 2, deux fluides îf/entU/aes au point 
de vue polentiel interne nuds non en ce qui concerne les coefficients de 
conductibilité. Ces deux fluides sont pris dans le même état initial de 
densité et de température et nous faisons mouvoir dans Tun le corps H,, 
dans l'autre le corps H^ de diamètre a fois plus grand. Nous avons deux 

systèmes semblables avec 6=i,-^ = i,>v=i. Par suite les relations (3 1 j 
et (52) deviennent 

Il faudrait donc, pour que les mouvements fussent semblables, que les 
coefficients de conductibilité fussent dans le même rapport que les dimen- 
sions linéaires des corps H, et Hj. Dans la réalité, pour que les deux 
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masses i et 2 soient identiques au point de vue potentiel interne, il est 
nécessaire qu'elles soient formées par le même fluide et dès lors les coef- 
ficients de conductibilité sont égaux et ne peuvent être dans le rapport a, 
à moins d'être nuls ou infinis. Par conséquent les mouvements provoqués 
dans un même fluide par des corps inégaux H, et H, ne peuvent être sem- 
blables que s'ils sont adiabatiques ou isothermes. 



m. 

Intervention de la viscosité. — 14. Nous avons admis jusqu'ici 
qu'il n'y avait aucune viscosité dans les fluides. Il faut bien faire inter- 
venir ce phénomène si Ton veut rapprocher suffisamment l'Hydrody- 
namique de la réalité. 

Nous nous bornerons, pour simplifler, à Tétude du mouvement des 
fluides incompressibles . Le travail virtuel des actions de viscosité est 



d^x dùy dZz 



y " \^\^x dx ' ^y ôy • * dz 

dly drjz\ /dùz àox\ /dix f^SiXIDw 

avec 



Le coefficient de viscosité JJ^(T) est une fonction de la température. 
L'équation (20) s'écrit, en supposant nuls X, Y, Z, 

( 33 ) — Ô/+ § (y, àr +/, oj +y , 03) Dm 

— 2 ( ^"^ ^-^ + Pr ^r -4- P, z ) r/S = o . 

Toutefois cette équation ne doit pas être vérifiée pour des hx^ ojy, ^z 
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quelconques, mais bien pour des ox^ Sj, 8z respectant Tincompressibilité 
du fluide, c'est-à-dire vérifiant 

Il convient de se rappeler d'ailleurs que p est maintenant une 
constante, ce qui réduit (ai) à 

du àç dw 
ôx oy âz 

Soient deux systèmes fluides, Tun formé d'un fluide i, l'autre d'un 
fluide 2, géométriquement semblables, a le rapport des longueurs, 

/3 celui des masses, défini par celui des densités -^- Laissons toujours de 

côté les intégrales de surface dans (33). 

Supposons d'abord les mouvements isothermes. Les coefficients de 
viscosité fJL sont alors constants. Soit t leur rapport. Les travaux virtuels 

de la viscosité sont dans le rapport ^— • Les mouvements seront sem- 
blables avec Ut condition 

(35) e=^. 

^ ^ arc 

Supposons au contraire les mouvements adiabatiques ; dans ce cas 
— T dS est égal au travail réel de la viscosité ; cela peut s'écrire, puisque 
le fluide est incompressible et n'a qu'un seul coefficient calorifique, sa 
chaleur spécifique c(T) : 



(36) 



W) 



du 
ôx 


. -1. V -l-v -l-T 
• ^ rây ^ "^ àz ^ ^ 


/'ôv 


ày) 




/âw âu\ 


{da 


dx) 


de 


supposer que 






c. 


(6T)-(7c.(T), 






."•s 


,(6T)-T|x,(T). 
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Si ces conditions sont remplies, les équations (33), (34\ (36) moit- 
tient que les mouvements sont semblables avec les conditions 



3 



a^T a'T- 



38 9r:=l-: = 






I I 



On remarquera que la température de i dans Tétat initial étant choisie. 
la température de 2 d*ins le même état nr peut pas être prise arbi- 
trairement; elle est déterminée par Téquation (38). 

Malheureusement, il n'y a aucune espèce de raison pour cjue les rela- 
tions (37) soient vî'aies. On peut donc dire cjue les mouvements adiaba- 
tiques de deux liquides visqueux ne sont pas semblables. 

Les problèmes de l'Hydraulique pratique. — la. Ce qui précède 
suppose qu'il ne s'exerce aucune force X, Y, /sur les liquides visqueux. 
Or, si Ton veut appliquer la théorie de la similitude aux problèmes de 
l'Hydraulique pratique, il faut considérer rpie les fluides sont pesants. 
L'axe des z étant pris en sens inverse de la pesanteur, il faut com- 
pléter 33 et récrire 

3îl — 0/ -4- § (J, 0.1' -h./, or -+-/;. or Dm 

Il con\ient de remarquer que tout système étudié en Hydraulique 
j)ràtique est une masse limitée par une surface fermée en tous les points de 
laquelle s'exerce la pression atmosphérique. Ce n'est pas que le liquide 
soit toujours en contact direct avec ratnios|>hère; en bien des points il 
touche des parois solides. Mais il est conunode alors de comprendre ces 
parois solides dans le système étudié de manière à envisaj^er un système 
mixte (orme de licpiides et de solides, soumis en tous les points de sa 
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surface à la pression atmosphérique (*). Prenons, dans (Sg), des o com- 
patibles avec les liaisons; le terme ^^ (Pj.Oo'H- . . . ) c/S représente alors 

le travail virtuel delà pression atmosphérique, qui est nul pour un système 
formé de liquides et de solides, ayant donc un volume constant; par suite 
ce terme disparaît «le (S9) et il n'y a plus à s'en occuper. 

On remarquera que, lorsqu'on considère ainsi un système mixte, s'il y 
a du frottement entre le liquide et les parois solides, son travail doit 
figurer clans le terme o/I 

Soient donc deux systèmes géométriquement semblables. Les travaux 
virtuels de la pesanteur sont dans le rapport ap, et s'il y a similitude 
mécanique elle sera définie par 



(4o) £==a 



Mais pour que cela soit il faut que le rapport a[ii soit le même que le 
rapport — des travaux virtuels de la viscosité. Il faut donc que 



a^ = 



Ta-» 



c'est-à-dire, vu (4o)» q^^ 



(*4i) • T=l 



•I 
7.' 



Or, il n'y a aucune espèce de raison pour que (40 ^'oit vérifié. 
L'Hydraulique appliquée considère en général le même fluide, l'eau, 
placé dans des conditions variables, par exemple faisant tourner des* 

turbines semblables. Dans ses problèmes donc, °, = i,T=i,a:^i. Or, 
ces conditions sont incompatibles avec (40* 



(*) Il ne peut y avoir de difficulté que pour certains points de la surface en contact avec 
le sol. Mais ces points sont généralement fixes, de sorte qu'on peut y supposer appliquée la 
pression atmosphérique. 
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Rigoureusement donc, la théorie de la similitude est irrecevable dans 
la plupart des questions de THydraulique appliquée. 
Prenons par exemple le problème suivant : 

Deux réservoirs R et R' sont munis de tuyaux de vidange avec des 
rétrécissements brusques ^ et E! à l'origine et des élargissements 
brusques F et F'. Les figures géométriques des réservoirs et des 
conduites sont semblables. Comparer les vitesses d' écoulement de Veau 
dans les deux cas. 

Fig. I. 





Rigoureusement ce problème est insoluble par le principe de Newton, 
parce que la viscosité intervient dans la traversée des rétrécissements et 
des élargissements brusques et que ses travaux virtuels ne sont pas dans 
le même rapport que ceux de la pesanteur. Il est donc impossible d'af- 
firmer que les mouvements de Teau dans les deux tuyaux seront sem- 
blables, que les manières dont les veines s'épanouiront en F et en F' 
seront semblables. 

16. Mais nous allons faire voir que, par suite de circonstances 
curieuses, on peut avoir recours à la théorie de la similitude pour 
résoudre à' une manière approximative les problèmes d'Hydraulique 
pratique (*). 

(') On remarquera qu'en prenant ces problèmes comme nous allons le faire (arlicles 16 
à 21 ) il devient indifférent que les mouvements soient isothermes ou adiabaliques, ou même 
I qu^ils suivent au point de vue calorifique n'importe quelle loi. 
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Dans ces problèmes, les seuls phénomènes oii il y ait à tenir compte de 
la viscosité et des frottements sont ceux qui se rapportent : 

i" Aux élar<rissements et rétrécissements brusques; 

îi** Au frottement contre les parois; 

3** Au choc (les veines fluides contre les solides. 

17. Dans les élargissements et rétrécissements brusques, la perte de 
charge provoquée par la viscosité se calcule approxinuitwement au 
moyen du théorème de Borda-Bélanger. Or ce théorème présente un 
caractère que Ton rencontre d'ailleurs dans diverses questions de Mécii- 
nique (théorème de Lazare Carnot sur le choc, théorie du laminage des 
gaz à travers un orifice étroit, loi adiabati(|ue d'Hugoniot pour les ondes 
de choc, etc.) : la perte de charge, effet de la viscosité, s'y calcule par 
l'application d'un principe de Mécanique qui élimine précisément les 
actions de viscosité, dans l'espèce par le théorème des quantités de mou- 
vement projetées. La connaissance de la viscosité est donc inutile pour 
calculer son effet. Ce résultat serait paradoxal et même absurde si l'on ne 
remarquait que la connaissance de la viscosité est remplacée, dans la 
démonstration, par certaines hypothèses simples sur la manière dont se 
fait le mouvement. 

Ce sont ces hypothèses qui se trouvent équivaloir à un renseignement 
donné sur la viscosité. Elles sont ici au nombre de deux : 

1^ On admet que, à une certaine distance avant et après un élargisse- 
ment brusque de conduite, l'écoulement se fait par tranches. 

vl"" On admet que, dans la région de l'élargissement brusque, la paroi 
est baignée par de Teau suffisamment morte pour qu'on puisse considérer 
que les pressions qu'elle supporte se répartissent comme en Hydrosta- 
tique. 

Dans le théorème de Lazare Carnot sur le choc des solides, qui pré- 
sente la plus grande analogie avec le principe de Borda -Bélanger, on 
apprend que le travail des actions de viscosité pour deux corps mous qui 

y. E, p., 2* s. (G. nMO). la 
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se choquent est égal à la force vive due aux vitesses perdues. Ici \ hypo- 
thèse simple qui remplace la connaissance de la viscosité est celle que les 
liaisons introduites pendant le choc subsistent après le choc. 

Il faut insister maintenant sur un caractère important que présentent 
ces hypothèses simples remplaçant la connaissance de la viscosité. Nous le 
ferons en raisonnant sur le [)roblème défini à la fin de l'article 15. 

Les masses fluides étudiées dans ce problème se divisent chacune en 
deux parties. Dans la première partie, comprenant tout ce qui est en 
dehoj-s des rétrécissements et élargissements brusques E et F, la viscosité 
n'intervient pas; Téquation (Sg) convient sans le terme o/*. S'il n'y avait 
que cette partie, la similitude des deux écoulements serait assurée confor- 
mément à la formule (4o) 



£ = a^. 



La seconde partie est formée par les régions autour de E et de F, Le 
travail de la viscosité y est sensible. L'équation (Sg) n'y est applicable 
qu'avec le terme ùf. Mais nous ne cherchons pas à étudier comment se 
fait, dans le détail, le mouvement dans ces régions. Considérons-les 
comme d'étendue négligeable par rapport au reste du système; dès lors 
elles sont intéressantes, non par la forme qu'affectent les trajectoires dans 
leur intérieur, mais seulement par les modifications que leur présence 
apporte dans le mouvement en dehors d'elles. Dans ces conditions, le 
théorème de Bélanger montre que, pour déterminer complètement la loi 
de l'écoulement dans le tuyau, il n'est pas nécessaire d'appliquer aux ré- 
gions E et F l'équation (89) dans toute sa généralité, en prenant tous 
les possibles; il suffit de prendre un des théorèmes qui se déduisent 
de (39), et précisément un de ceux qui éliminent oy, et de le compléter 
par des hypothèses simples qui sont parfaitement compatibles avec la 

SIMILITUDE DEFINIE PAR £ = a*. Dès lors, puisquc ôy est éliminé, la 
viscosité n'est plus gênante, et l'on peut considérer que les mouve- 
ments de l'eau dans les deux tuyaux sont semblables conformément à la 
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loi (4o) 



2 



Mais cette similitude ne se poursuit pas dans le détail. Le détail des 
élargissements ou rétrécissements n'est pas semblable. 

On voit, en résumé, que la théorie adoptée en Hydraulique appliquée 
pour traiter des élargissements brusques vérifie une condition importante 
que l'on peut énoncer ainsi : 

Dans les mouvements où la viscosité joue un rôle^ on peut calculer 
approximativement tout ce quil importe de connaître de son action sans 
rien savoir de la /orme de cette viscosité, en employant des théorènws 
qui r éliminent et en les complétant par certaines hypotlièses simples, 
compatibles avec la similitude telle quelle serait définie si la viscosité 
n existait pas. 

Lorsque cette condition est remplie, on peut négliger la viscosité dans 
l'application du principe de Newton-Bertrand. 

18. Parlons maintenant du frottement contre les parois. 

Il intervient dans les écoulements non seulement parce qn'il introduit 
une résistance au mouvement des filets fluides en contact avec la paroi, 
mais encore parce que, retardant les filets périphériques par rapport aux 
filets centraux, il introduit dans la masse en mouvement des inégalités de 
vitesse qui font jouer la viscosité. 

L'Hydraulique pratique se contente, en général, de Tapproxiniation 
suivante. EUe imagine un écoulement par tranches et une force résistante 
appliquée à la périphérie. Le travail virtuel de cette force doit être ajouté 
au premier membre de Téquation (Sg). La similitude, si elle existe, ne 
peut être que conforme à la formule (4o)i qui est commandée par Tinter- 
vention de la pesanteur. Mais, pour qu'elle existe, il faut que, quand on 
passe d'un système à un autre, le travail virtuel de la force de frottement 
soit multiplié par ajS, comme celui de la [>esanteur. 
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Or r expérience mon Ire que la force de frottement qui s'exerce sur la 
masse Dm comprise entre deux sections normales d'un tuyau est à peu 
près de la forme 

y^ périmètre mouillé, co section débitante, V vitesse des tranches, B con- 
stante. Quand on passe d'un système à l'autre, le travail virtuel d'une telle 

force est multiplié par p-^- Il faut que 






= 0C[3, 



condition qui est précisément assurée avec la condition de similitude (4^) 



£== OC^. 



Donc les forces de frottement, quand on s'en tient à l'approximation 
ci-dessus, ne troublent pas la similitude (4o). 

11 n'est pas mauvais de remarquer que déjà avec l'approximation 
donnée par la formule de Darcy, supérieure à celle de la formule (4^), 
la similitude est altérée. On remarquera encore qu'elle l'est également si 
Ton admet une perte de charge proportionnelle à la vitesse, comme cela 
a lieu dans les écoulements à faible vitesse (expériences de Poiseuille). 

19. Restent les phénomènes de choc. 

Dans le choc des veines fluides contre les solides, il y a certainement 
un eflét sensible de la viscosité, mais il est excessivement difficile de dire 
quel il est. Ici, nous sortons tout à fait du domaine de la rigueur. Toute- 
fois, voici ce que nous pouvons dire pour justifier l'intervention du prin- 
cipe de similitude, même quand il se présente de tels chocs. 

En général, la viscosité de l'eau mise en jeu j^ar ces chocs n'intervient, 
dans la manière dont se fait en gros l'écoulement, que par son travail 
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réel. On peut, se laissant guider par le théorème de Lazare Carnot sur le 

choc des corps mous, admettre à titre d'approximation que ce travail, pour 

une niasse unité, est une fraction bien déterminée du carré de la vitesse 

relative VV de la veine fluide par rapport au solide. Pour la masse Dm il 

est donc 

DmrW% 

la fraction r restant la même quand le choc se fait dans des conditions 
semblables. Si Ton admet cette grossière hypothèse, on voit que, lors* 
qu*on passe d'un système à un autre a fois plus grand, ce travail est mul- 

tiplié par P— , tandis que celui de la pesanteur Test par a6. L'égalité de 

ces deux facteurs est compatible avec la similitude définie par (4o). 

Nous n'avons pas besoin d'insister sur le caractère essentiellement gros- 
sier de ces considérations. 

20. Nous allons étudier un peu différemment les circonstances qui se 
présentent dans les problèmes de l'Hydraulique pratique. 

On sait comment M. Boussinesq traite ces problèmes (* ). Il applique les 
équations de l'Hydrodynamique, dans l'espèce (21) et (89), aux vitesses 
moyennes locales et augmente fictivement le coefficient jjl de viscosité 
pour tenir compte de V agitation tourbillonnaire ; il ajoute ainsi à la visco- 
sité vraie du fluide une viscosité apparente qui est d'ailleurs très supé- 
rieure à la première, puisqu'elle peut être 5ooo fois plus forte. Le coeffi- 
cient de viscosité introduit dans (89) n'est plus alors une constante carac- 
téristique du fluide; il dépend de la dimension de la section d'écoulement 
et de la vitesse à la paroi. La loi adoptée par M. Boussinesq pour cette 
dépendance est telle que, si l'on passe d'un système à un autre, le rap- 

port T des coefficients de viscosité est égal (*) à — Dès lors, dans les pro- 

(*) Boussinesq, Essai sur la théorie des eaux courantes, 1878 (Extrait des Mémoires 
présentés par divers savants à l* Académie des Sciences, t. XXIII et XXIV). Notre coeffi- 
cient (A est appelé e par M. Boussinesq. 

(') Boussinesq, loc. cit., p. 5i. 
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blêmes relatifs à Teau, on a -^ = i , t = — > ce qui est parfaitement com- 
patible avec (4o) et (4 i). Donc, dans l'approximation de M. 3oussinesq, 
la loi de la similitude s*appli(|ue aux problèmes de THydraulique pra- 
tique. 

Il faut dire, il est vrai, que, pour déterminer la forme du coefficient de 
viscosité, M. Boussinesq admet déjà que, a dans des sections semblables, 
Tagitation tourbillonnai re doit se répartir semblablement aui points homo- 
logues (*) »• Mais on peut aussi prendre la loi des coefficients de visco- 
sité de M. Boussinesq comme vérifiée par Texpérienee et indépendante de 
la manière dont elle a été obtenue et chercher les conséquences qui en 
découlent; la propriété que nous venons d'énoncer est alors une consé- 
quence de cette forme, au lieu d'en être la raison. 

Il est d'ailleurs bien certain que cette propriété ne f^urait être parfai- 
tement exacte ; cela résulte de l'article lo où nous avons vu que, si Ton 
s'appliquait à la solution rigoureuse d'un problème d'Hydraulique, en 
envisageant les vitesses vraies au lieu des vitesses moyennes locales et la 
viscosité réelle de Teau au lieu de la fictive, on ne retrouvait pas la loi de 
la similitude. Mais l'accord que M. Boussinesq a obtenu entre Texpé- 
rience et ses calculs basés sur ladite propriété autorise à penser qu'elle 
est approximativement vraie. On peut d'ailleurs s'expliquer grossièrement 
la chose par les considérations suivantes. 

Considérons un problème où les variations de vitesse soient assez fciibles 
pour que la viscosité réelle de l'eau, très petite quand cette condition est 
remplie, soit négligeable. Si nous traitons ce problème en nous attachant 
aux vitesses vraies, nous pouvons dire que ces vitesses se ré[)artissent 
sensiblement comme si la seule force existante était la pesanteur et, par 
suite, que les agitations tourbillonnaires suivent la loi de la similitude. Si, 
maintenant, nous voulons traiter le même problème avec Tapproximalion 
de M. Boussinesq en envisageant les vitesses moyennes locales, il faut 
remplacer la viscosité vraie par une viscosité fictive dont le coefficient. 



(*) Boussinesq, loc. cit., p. 5i. 
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puisqu'il dépena de ragitation tourbillonnaire, doit suivre aussi la loi de 
la similitude, donc vérifier la relation t ^= — • 

e 

Les problèmes où les variations de vitesse sont trop fortes pour que la 
viscosité réelle de l'eau soit négligeable échappent, bien entendu, à ce 
raisonnement. 11 faut alors, dans l'approximation de M. Boussinesq 
comme plus haut, invoquer les considérations de l'article 17. 

Pour ce qui est du frottement contre les parois, M. Boussinesq admet 
la proportionnalité au carré de la vitesse, comme à l'article 18. 

21. Après la discussion qui précède, nous pouvons aborder la dé- 
monstration du théorème suivant, qui remonte à Combes et qui joue au- 
jourd'hui, depuis les trav^iux de M. Râteau, un rôle important dans la 
théorie des turbines : 

Si deux turbines semblables se meui>ent avec des ^vitesses angulaires 
réciproquement proportionnelles à la racine carrée de leurs dimensions 
linéaires, les hauteurs de chute étant proportionnelles à ces mêmes di- 
mensions, elles utilisent la même fraction du travail dépensé. 

Voici, avec quelques modifications dans la forme, la démonstration que 
donne Bertrand de cette proposition. 

Considérons le système matériel formé par la réunion de la turbine et 
de l'eau qui la remplit, celle-ci étant limitée à l'amont par une section, 
supposée très grande, du bief supérieur et à l'aval à la sortie de la turbine. 
Comme nous avons deux turbines, nous avons deux systèmes matériels 
géométriquement semblables; le rapport des longueurs est a. Ne faisons 
encore aucune hypothèse sur la loi de leur mouvement. Les résistances à 
vaincre seront censées être, pour fixer les idées, des forces R et R' appli- 
quées par des courroies à la jante de deux roues semblables montées sur 
les axes des turbines. Les forces de la pesanteur sont, d'un système à 
l'autre, dans le rapport a', leurs travaux virtuels dans le rapporta*. Pour 
qu'il y ait similitude, il faut que les résistances R et R^ soient aussi dans 



1 lO K, iOiCAKt, 

l#f rapport a.', // /î j' a pnjf d*rintrejf futtUpriM afçU/tani f(ur le .système. Si 
doru* R et \\! sont ainM que nou% ^euouh de dire, les mouvements seront 
en eH'et semblables avec la conilition ^4^>y 

et les vitesses anf^ulaires sont bien, c^mme il est dit dans Ténoncé, dans le 
rap{K>rt inverse des raeines carré^fs des dimensions linéaires. T.«es travaux 

résistants surmontés dans Tunité de temps seront dans le rapport — Or les 

quantités d*eau dépensées dans Tunité de temps seront en raison composée 

des suifaces et des vitesses, soit dans le rapport — ^ et, comme elles tombent 

de hauteurs dont le rapport est a, les travaux moteurs seront dans le 

rapport -^f comme les travaux recueillis. I>es rendements seront donc les 

rnême^. 

Nous avorui souligné, dans la démonstration qui précède, une phrase 
qui n'est pas exacte et dont la présence, par conséquent, fausse tout le rai- 
sonnement. Il y a d'autres actions que la pesanteur et la résistance K 
agissant sur le système. Nous ne parlons pas des actions de liaison qui, en 
edet, ne sont pas â considérer, car elles rrentrent pas dans Téquation gé- 
nérale de la Thermodynamique. Mais il y a le frottement et la viscosité; il 
y a, dans ('39), un terme en o/l Le négliger, comme fait Bertrand, revient 
a admettre que la seule perte qui se produise dans les turbines est la per-te 
par vite.we restante à Ui sortie. 

Or cela est faux. Il y a dans les turbines des pertes par choc des veines 
ihiides à l'entrée dans la couronne mobile, par élargissements brusques, 
par frottement contre les parois. Il y aussi les pertes qu'on appelle en 
général externes : le frottement de l'arbre dans ses coussinets, le frottement 
de la couronne mobile contre le fluide ambiant, la fuite au joint. I^e rai- 
sormement de Bertrand ne tient pas compte de toutes ces circonstances; 
aussi ne peut-il pas être considéré comme probant. 

Mais il peut être corrigé. Laissons, en effet, de côté les pertes dites 
exterruts et bornons«nous aux autres que nous avons énumérées ci-dessus. 
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lia discussion des articles 16, 47, 18, 19, 20 montre que, pourvu que 
nous admettions les hypothèses généralement reçues en Hydraulique pra- 
tique, ces autres ne troublent pas la similitude, f^a légitimité de la conclu- 
sion de Bertrand est ainsi rétablie, à condition toutefois que Ton considère 
le travail perdu par les pertes externes comme faisant partie du travail 
utilisé; en d'autres termes, l'égalité des rendements des deux turbines est 
démontrée, grâce à notre discussion des articles 16 à 20, non pour les 
rendements totaux, mais pour ceux qu'on qualifie à* hydrauliques . Rap- 
pelons que Ton désigne habituellement par rendement hydraulique d'une 
turbine le rapport au travail dépensé de la somme du travail utilement 
produit et du travail absorbé par les pertes externes. 

On peut remarquer en terminant que le théorème ne s'applique pas 
uniquement aux turbines, quilest vrai pour deux machines hydrauliques 
quelconques. 

La résistance des fluides. — 22. Newton a essayé d'utiliser la 
théorie de la similitude dans l'étude de la résistance des fluides (*). Mais 
les résultats auxquels il est parvenu sur ce sujet doivent être discutés 
de très près. 

Il part des hypothèses moléculaires. Il considère un fluide formé de 
particules n'exerçant les unes sur les autres que des actions au contact 
et montre que la résistance opposée par un tel fluide au mouvement d'un 
solide est proportionnelle au carré, de la vitesse V de celui-ci. Puis, par 
une comparaison ingénieuse, il étend ce résultat à la résistance opposée 
par un fluide quelconque à un solide qui se meut avec une vitesse très 
grande. 

Essayons de transposer les démonstrations de Newton de manière à nous 
affranchir des hypothèses sur la constitution des fluides. On peut, pour les 
fluides incompressibles, reprendre le raisonnement de Newton relatif au 
milieu formé de particules n'agissant qu'au contact. Le fluide incom- 



(*) Newton, loc. cit., corollaire 3 de la proposition xxxii du Livre II. 

y. E, P., a* 8. (G. n* 10). • i3 
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pressible, il est vrai, ne correspond qu'imparfaitement à ce milieu. Il serait 
plus logique d'envisager un fluide pour lequel 2^ — h p ^-7? c'est-à-dire 

- ^ (/? désigne la pression) serait nul. Mais comme un tel fluide ne 

correspond à aucune réalité physique, nous ne le considérerons pas; nous 
appliquerons la méthode de Newton à un fluide incompressible, suivant 
ainsi la voie ouverte par Reech qui a cherché à déterminer, par le prin- 
cipe de la similitude, la forme de la loi de la résistance que l'eau oppose 
à la marche des navires (^^^ 

Soit donc une masse indéfinie d'un fluide incompressible non visqueux 

qui n'est soumis à l'action d*aucune force X -+- Y -f- Z. Dans une première 
expérience, faisons-y mouvoir un corps H^ avec une vitesse V^. Dans une 
seconde expérience, donnons au même corps H^ une vitesse V,. Il faut se 
reporter à l'équation (33) et y faire S/" = o. Le corps H, étant considéré 
comme en dehors du système matériel étudié, le terme 



2](P,8^-hP^8r + P.8z)^ 



est relatif aux pressions que H, exerce sur le fluide; on peut l'éliminer 
par un choix convenable des 8 et (33) détermine alors le mouvement du 
fluide; on peut, au contraire, le laisser subsister, et (33) peut alors servir 
à calculer P^, P^., P,. Les deux systèmes constitués par les deux expé- 

riences ci-dessus sont semblables avec a = 1 , ^ = 1 , e = ^- Le calcul 

des forces P^^rfS, P^rfS, P,rf]S par (33) montre qu^elles sont dans le 

rapport —> soit t~ • Si donc ces forces ont une résultante, laquelle cons- 

£ V , 

titue, au signe près, la résistance du fluide, celle-ci varie comme le carré 
de la \itesse ('). 

(*; Rnoi, loc cit., i852, p. 27Q. 

(*> Uq raûoDnemeot tout semblable, conduit en considérant deux fluides de densités 
diâféreotes, montrerait que la résistance est proportionnelle ù la densité du fluide. La dis- 
cussioo que nous allons faire de la loi du carré de la vitesse s'applique naturellement à cette 
seconde partie du théorème. 
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Mais, pour que cette conclusion ne soit pas illusoire, il faut que ladite 
résultante existe et ne soit pas nulle. C'est ce qui arrive dans certains cas, 
étudiés pour la première fois par Kirchhofr(*) et où, en effet, on trouve 
bien la loi du carré de la vitesse. Mais ces cas sont caractérisés par le 
partage de la masse fluide, au moyen de surfaces de glissement, en parties 
immobiles et en parties animées de mouvement; ils présentent la plus 
grande analogie avec le problème du choc des veines liquides contre les 
solides, étudié par Lagrange, auquel, d'ailleurs, le raisonnement de 
Nev^ton-Reech s'applique parfaitement. Il semble bien peu probable que, 
dans la réalité, lorsqu'un solide se déplace au sein d'un liquide, les choses 
se passent conformément aux hypothèses de KirchhofT. Or, si Ton écarte 
l'existence de surfaces de glissement et si Ton suppose tous les éléments 
fluides soudés entre eux, on trouve une valeur nulle pour la résistance 
d'un fluide incompressible non visqueux (') ; la démonstration de Newton-- 
Reech est alors illusoire. 

Il est plus que probable que la résistance opposée au mouvement des 
corps solides par les liquides provient non pas de l'existence des surfaces 
de glissement de Kirchhofl*, mais bien de la viscosité ('). Or, si l'on veut 
faire intervenir la viscosité, l'application de la théorie de la similitude 
ne donne plus aucun résultat, car l'équation (35) montre que e doit être 
égal à I si j3, a et t le sont. Les deux vitesses V, et V, des deux expé- 
riences ci-dessus ne peuvent être qu'égales et la démonstration tombe en 
défaut. 

Les résultats de Newton et de Reech ne peuvent donc pas être adoptés 



( I ) Meckanik, xxii« leçon. 

(*) On trouvera une démonstration simple de ce résultat dans PoiifCARfi, Cinématique et 
mécanismes. Potentiel et Mécanique des fluides, 1899, p. 873; dans l* Hydraulique de 
Flamant, 1891, p. 536, on en trouvera aussi une, beaucoup moins rigoureuse à la vérité, 
mais plus générale; elle s'applique, par exemple, au cas d^un corps partiellement immergé, 

(') En démontrant {Leçons sur la propagation des ondes, p. 355) que les surfaces de 
glissement ne peuvent pas prendre naissance dans un fluide, du moins dans les conditions 
où se place THydrodynamique rationnelle, M. Hadamard a apporté un argument de plus en 
faveur de cette probabilité. 
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de piano. D'ailleurs, depuis Reech, on a renoncé à demander à la théorie 
de la similitude la forme de la loi suivant laquelle varie, avec la vitesse, 
la résistance des carènes. Dans les applications que Ton fait aujourd'hui de 
cette théorie à rétude de cette résistance, on considère comme donnée par 
l'expérience la loi du carré de la vitesse ( * ). 

Mais il nous semble qu'on peut corriger le raisonnement de Reech 
comme nous avons corrigé plus haut la démonstration donnée par Ber- 
trand du théorème de Combes. Il suffit d'admettre que la condition 
énoncée à la fin de l'article 17 est réalisée. Or, il est probable qu'elle l'est 
grossièrement et que, dans les mouvements d*un solide au sein d'un 
liquide, la viscosité du liquide intervient un peu comme dans le phéno- 
mène de Borda-Bélanger, au moment où les veines fluides, déviées par le 
passage du corps solide, s'épanouissent pour se rejoindre (*). On peut 
dire aussi qu'une approximation analogue à celle de M. Boussinesq doit 
convenir à cette question. La loi du carré de la vitesse doit donc être vraie, 
mais d'une manière approximative seulement. C'est, en effet, ce que l'ex- 
périence confirme. 

23. Venons maintenant aux fluides compressibles et voyons si Ton 
peut, à l'imitation de Newton, étudier par le principe de la similitude la 
résistance opposée aux corps qui s'y meuvent très vite. Cela nous paraît 
fort difficile. Il est probable, en effet, qu'un projectile se déplaçant dans 
Tair, par exemple, est précédé par une onde de choc. De là la mise enjeu 
d'un phénomène irréversible qui, comme la viscosité des fluides incom- 
pressibles, peut expliquer la résistance. Mais de là aussi une grande 
compHcation du problème. Le mouvement du gaz est adiabatique, mais 
l'entropie ne reste pas constante pour chaque élément de masse, car elle 
varie au passage de Tonde de choc; ajoutons qu'elle ne varie pas de la 
même quantité pour tous les éléments. Ces circonstances rendent très 



(*) Voir P0LL.4RD et Dudkbolt, Théorie du navire, t. III, 1892, p. 485. 
(*) Voir la ihéorie de Poncelet (Flamant, Ifydraulique, 1891, p. 538). 
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difficile Tapplication de la théorie delà similitude à Téquation (20) dans 
ce problème particulier. 

Il est important de remarquer que le théorème de Newton, commenté 
aux articles 9 à 11 du présent Mémoire, doit être, en vertu de ce que nous 
venons de dire, soumis à la restriction suivante : (c Les mouvements qu'on 

* 

étudie sont tels qu'il ne s'y produit pas d'onde de choc ( * ). » 

(*) Au moment où je termine la correction des épreuves, M. Duhem me signale un 
Mémoire d^Helmhoitz que je ne connaissais pas : Ueber ein Theorem, geometrisch àhnliche 
Bewegungen flùssiger Kôrper betreffend (Monatsberichte der k. Akademie zu Berlin, 
26 juin 1878). Je n^ai que le temps de réparer la négligence que j^ai commise en ne citant 
pas ce travail, qui, d^ailleurs, n^est pas identique au Mémoire qui précède, bien qu'il en 
contienne déjà quelques résultats. 
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Pah m. Albert COLSOIV. 



I,a Mécanique cliimiqne, issue des recherches <Je lierthollet sur l'iii- 
flueiice chimique de !a solubilité et de la volatilité, est devenue une 
science ralionnelle rattachée à la Tliermodynaniique par la dissociation et 
tes données thermiques. Son rôle en Chimie devrait donc être compa- 
rable à celui que M. Hein-i Poincaré a si magistraleineiit attribué aux 
Mathématiques à l'endroit de la Physique ('). Cependant la Mécanique 
chimique est encore peu goûtée des chimistes. Cela tient sans doute à la 
fécondité de la théorie des substitutions qui a ouvert aux chercheurs un 
champ illimité et relativement facile à exploiter, puisqu'il n'exige que des 
connaissances spéciales ; mais cela tient aussi à la ditliculté de tra(hiire expé- 
rimentalement les résultats du calcul quand on fait intervenir l'entropie et 
d'autres notions élevées. 

Il est possible de trouver des règles simples et parfaitement rationnelles 
auxquelles obéissent certaines catégories de phénomènes chimiques. Je me 
propose ici d'établir celles qui sont relatives à la préparation des gaz. Dans 
ce but, je tenterai de réduire le nombre des conditions exprimées par la 
Mécanique générale en limitant les formules au cas spécial des prépara- 
tions gazeuses. 

Mais pour appliquer cette restriction aux cas où l'émission gazeuse est 
assimilable aux vapeui's saturées, je devrai surtout prouver expérimenta- 



(') H. PoiKCABÊ, La Science et l'Hypothèse. 



ii8 



ALBERT COLSON. 



lement que toute catégorie d'émission gazeuse comporte de tels cas. Cette 
preuve faite, l'adaptation de l'équation de Clapeyron restreinte aux 
vapeurs saturées suffira pour indiquer les conditions théoriques de réver- 
sibilité et d'irréversibilité. Toutefois il existe une difficulté : 

J. Moutier a montré le premier que la disssociation des systèmes 
assimilables aux vapeurs saturées est régie par Téquâtion de Clapeyron où 
Clausius a introduit l'équivalent mécanique 4^^ • 



L = 






\ dp 



L étant la chaleur de formation d'une molécule du composé, {lî — //) la 
dilatation éprouvée par la molécule transformée en système gazeux, 
dp l'accroissement de la pression sous l'influence d'une variation de la 
température T à laquelle on opère. 

Cette équation résume les conditions rationnelles de l'équilibre, 
puisqu'elle résulte à la fois de l'application du principe de l'équivalence 
et du principe de Carnot. Mais on ne doit pas oublier que, au sujet des 
équilibres formulés par cette équation, Moutier a fait une remarque fon- 
damentale. Discutant les expériences de Debray sur la décomposition 
des carbonates de plomb et de magnésium qui ne semble pas limitée par 
la pression, Moutier a insisté sur la difficulté de mettre en évidence la 
réversibilité des réactions chimiques. En effet, si, dans 




l'exemple classique des dissociations réversibles CaCO', on construit la 
courbe AB des tensions de dissociation, et si l'on suppose que les procédés 
d'expérimentation soient limités par des valeurs de la température et de la 
pression telles que le point figuratif se trouve toujours à droite de la 



/ t. 
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courbe AB, en M par exemple, on affirmera que le gaz carbonique ne 
pourra se combiner à la chaux, la décomposition du carbonate de chaux 
n'étant pas limitée par la pression; car, à la température figurée par la 
longueur OO la pression M 6 du gaz carbonique sera insuffisante pour 
provoquer la reconstitution du carbonate. Inversement, pour tout point 
figuratif N situé à gauche de AB, la décomposition du carbonate ne sera pas 
possible, puisque la pression N9^ > /i9, empêche toute dissociation (*). 

C'est pour n'avoir pas tenu compte de cette remarque de Moutier que 
les chimistes ont persisté à considérer Targent comme incapable de se 
combiner à l'oxygène, jusqu'au moment où M. Le Ghatelier, opérant sous 
pression et sortant ainsi de la zone située à droite de la courbe de disso- 
ciation, obtint une combinaison réversible. 

De même, comme je le prouverai plus loin, Tacide sulfurique 
décompose le chlorure d'argent quand on maintient la pression constante 
et qu'on élève progressivement la température de façon à amener le point 
figuratif analogue deN sur la courbe de dissociation AB. 

Une discussion approfondie des conditions d'équilibre démontre que, 
si la remarque de Moutier est essentielle, elle n'est cependant pas toujours 
suffisante : nous le verrons aux pages 122- 128 et 1 33-i34* 

Adaptation de la formule de Clapeyron. 

L'équation de Clapeyron a la généralité des expressions mathéma- 
tiques : elle s'applique à tous les changements d*état, volatilité, fusion, 
dissolution. Au contraire, les réactions hétérogènes qui résultent d'une 
émission gazeuse sont exclusivement assimilables aux vapeurs saturées. Il 
peut, dès lors, être utile d'introduire cette condition dans la formule de 
Clapeyron afin de circonscrire la discussion à la catégorie des émissions 
gazeuses. C'est ce que je vais faire : 



(') J. MouTiBR, La Thermodynamique et ses applications, p. 427 î Gaulhier-Villaiî), 
i885. 

y. E, P., a« s. (C. n* 10). i4 
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Pour transformer un liquide ou un solide en gaz, il faut chauffer ou 
diminuer la pression. Cest une règle incontestée et tout aussi bien établie 
que la dilatation des gaz par la chaleur et leur contraction par la pression , 
observations qui ont conduit à la relation PV = RT, journellement em- 
ployée en Physique. J'ajoute que cette règle découle de la théorie ciné- 
tique qui a été si utile aux chimistes et dont M. van't Hoff a tiré tant de 
belles conclusions. Mais, en dehors de cette théorie, aujourd'hui en défa- 
veur, le principe de Watt relatif à la condensation des vapeurs sur une 
paroi froide permet d'adapter la formule de Clapeyron à la vaporisation 
exclusivement. Voici de quelle fiiçon : 

Si Ton n'admet pas que, pour vaporiser un corps, il est nécessaire de 
le chauffer; si, en d'autres termes, on n'admet pas que L est toujours 
positif dans le cas des vapeurs, on devra, en vertu du principe de Watt, 

considérer comme positif le rapport ^; car, si le contact d'une paroi 

froide diminue la force élastique des vapeurs saturées, c'est que p varie 

dans le même sens que T, ce qui exige ^ > <>• 

D'autre part, un liquide ou un solide ne peut se vaporiser que si l'on 
offre un supplément d'espace aux corps condensés, c'est dire qu'une 
vapeur en contact avec le liquide ou le solide générateur occupe, toutes 
choses égales, un volume supérieur à celui du liquide ou du solide. En 
d'autres termes, dans un corps en voie de volatilisation, u' — u est positif. 

T dn 

Donc, dans l'équation L=^— r(w' — ^)^ appliquée à la vapori- 
sation, L est toujours positif, comme le produit des trois facteurs T, 
(a' — u) et ^ dont cette quantité dépend. 

De là résulte qu'une réaction hétérogène réversible, limitée par une 
pression gazeuse, est non seulement régie par l'équation de Clapeyron, 
comme l'a indiqué Mou lier, mais que, en outre, l'équilibre est assujetti 
aux conditions 

L > o et 5^ > ^' 
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Si l'une ou l'autre de ces conditions n'est pas remplie, la réaction cesse 
d'être réversible, et cette simple constatation dispense de recourir aux 
considérations basées sur l'entropie. 

Quant à la double condition li < o et -^ <i<>9 ^W^ ^st conforme à 

l'équation de Clapeyron, mais elle n*a aucun sens pratique dans le cas qui 
nous occupe, on vient de le voir. Donc : 

Tout équilibre hétérogène sous la pression d'un gaz est impossible si 
ce gaz se fixe avec absorption de chaleur. 

En d'autres termes : 

Un gaz qui s'échappe d'une réaxition isothermique avec dégagement 
de chaleur ne peut plus rentrer en combinaison. 

Ainsi la décomposition des sulfures alcalins ou des carbonates par les 
acides fixes sera absolue parce que le départ des gaz CO' ou H' S est tou- 
jours accompagné d'un dégagement de chaleur : 

Na'S -h SO* H^ = SO*Na' 4- H\S -h 49ooo^*\ 
CaCO«-hSO*H%H»0 = GaSO*,2H^O + CO'-hi5ooo"-'. 

Nous verrons qu'un excès d'eau ne modifie pas l'allure du phénomène. 
La condition ^ > o ne peut alors s'appliquer qu'aux gaz qui dégagent 
delà chaleur en se condensant, et elle s'exprime comme il suit : 

Si^ dans une condensation exothermique, une élévation de la tempéra-- 
ture T n'augmente pas la tension gazeuse, la condensation est totale à T. 

Cet énoncé est une forme de la remarque de Moutier, et la décomposi- 
tion du sulfate d'argent par le gaz chlorhydrique en donne une représen- 
tation particulièrement intéressante. 

J'ai constaté, en effet, que l'absorption du gaz H Cl par ce sel est totale 
entre o"" et 1 5o^ et qu'elle est plus rapide à 1 20^ qu'à zéro. Mais, s'il n'y a 
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pas de tension gazeuse et si la réaction est totale dans ces conditions, il 
n'en est plus de même à la température de 1 76^. Je l'ai vérifié en plaçant 
un morceau de potasse au voisinage du système AgCl 4- SO*H* : dans le 
vide, au bout de plusieurs heures, la potasse se ternit à 1 yS*" par suite de 
traces de chlorure de potassium. L'action inverse commence donc aux 
environs de 1 70^. Il en est de ce système comme du carbonate de chaux 
stable au-dessous de 4oo''etdont la dissociation ne commence qu'au-dessus 
de cette température ( * ) . 

Avant d'aborder la question des températures de réaction, je vais 
montrer toute la généralité des équilibres hétérogènes, et établir par des 
expériences irréfutables que ce genre d'équilibre s'étend des décomposi- 
tions simples aux réactions les plus compliquées, en particulier aux lois 
de Berthollet. Ce rapprochement éclairera complètement ce sujet et en 
fera disparaître complètement les exceptions déconcertantes. 



DÉCOMPOSITIONS SIMPLES 



La dissociation du carbonate de chaux est le premier exemple de disso- 
ciations hétérogènes. Il peut être utile de remarquer que la décomposition 
du calcaire n'est pas réversible quand on part du spath d'Islande; car la 
condensation du gaz carbonique par la chaux reproduit du carbonate 
amorphe et non du spath. On ne retrouve donc pas l'état initial. La 
loi des phases indique d'ailleurs qu'un tel système est bivariant. 

La dissociation des hydrates salins, la décomposition des sels ammo- 
niacaux (chlorure d'argent ammoniacal, chlorhydrates polyammoniés de 
M. Troost), la transformation du cyanogène en paracyanogène sont 
d'autres exemples de dissociations hétéiogènes réversibles. Ajoutons les 

(*) Il ne faut pas confondre la température de dissociation avec la température de combi- 
naison : Gu -i- O se combinent vers i5o", tandis que CuO ne se dissocie qu^au rouge.. . . Il 
existe donc, non pas une température, mais deux températures qui interviennent difTérem- 
menl dans les équilibres chimiques, comme je Tai montré {Cours de Chimie de rÉcole 
Polytechnique, 1898-1899 et suivants). 
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polychlorhydrates d'alcaloïdes. J'ai montré, en effet, que les chlorhy- 
drates d*aIcaIoides, tels ique la pipéridine (cycle fermé) ou la dibiityla- 
mine (chaîne longue) sont capables d'absorber un excès de gaz chlorhy- 
drique pour former des corps définis, cristallisés, qui, chauffés, émettent 
une tension de gaz H Cl uniquement fonction de la température. 

J'ai observé à o** une tension mercurielle de 355""" pour le bichlorhy- 
drate de pipéridine et de igô"™ pour le bichlorhydrate d'isobutylamine; 
à 7®, ces tensions s'élèvent respectivement à 462"" et à 2 53"*°*. 

L'importance de tels composés est particulièrement intéressante, car 
les prétendus phénomènes d'ionisation sur lesquels certains physico-chi- 
mistes se basent pour déterminer la force des alcalis, sont évidemment 
troublés par Texistence de composés définis tels que 

AzH*CI, /lAzH' ou AzR*GI, /«HCI, 

dont ces expérimentateurs ne tiennent aucun compte. 



DOUBLES DÉCOMPOSITIONS : LOIS DE BERTHOLLET. 

1 ^ Déplacement réciproque des acides. 

Enfin le déplacement des acidçs volatils par les acides fixes et le dépla- 
cement réciproque des bases, qui rentrent dans Tordre important des 
phénomènes connus sous le nom de lois de Berthollet^ présentent égale- 
ment des cas de réversibilité, monovariants, qui permettent d'élucider 
cette question difficile. A l'époque où j'ai commencé mes recherches sur 
ce sujet, l'action des acides sur les sels, c'est-à-dire la préparation des 
acides volatils, était si loin d'une explication rationnelle, qu'en Allemagne 
on restaurait les Tables d'aflinité imaginées par Bergmann au xviii* siècle (*), 
tandis qu*en France un maître, qui a consacré aux questions physico- 

(*) W. OsTWALi), Abréf^é de Chimie gé nér aie, A vanluil par Charpy (p. SSg à 4i3). 
Carré, 1898. 
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chimiques son talent de professeur et d'expérimentateur, s'exprimait 
ainsi sur un cas particnlier : 

L'acide r/ihr/'Yffri'f/ue gazeux est, à froid, sans action sur le sulfate 
de sonde; mais, au rouge vif, il le décompose intégralement, ce gui n'est 
pas conforme aux lois de Berthollet (') 

Les Tables d'affinité n'ont rien de rationnel. Elles doivent être expli- 
cables par la Mécanique, mais elles ne peuvent dominer les sciences 
rationnelles. Les explications de M. Ditte ne sont guère plus admissibles ; 
car, d'une part, l'acide sulfiiriqiie chaufTé au rouge vif est gazeux comme 
l'acide chlorhydrique ou même décomposé. Dès lors, l'antagonisme visé 
par Berthollet entre acide Bxe et acide volatil cesse d'exister. D'autre part, 
l'acide chlorhydrique, à froid, loin d'être sans action sur le sulfate so- 
dique, réagit au contraire complètement sur ce sel, comme le prouvent 
les expériences suivantes : 

Ayant enfermé quelqufs grammes de sulfate sodique calciné SO*Na* 
dans un tube sec purgé d'air par un courant de gaz chlorhydrique" séché 
sur l'anhydride phosphorique, j'ai constaté que le tube, abandonné pen- 
dant lo heures à la tempériiture de lo", puis ouvert sur la cuve à mer- 
cure, était vide de gaz ; le mercure s'élevait au niveau du vide baromé- 
trique à a""° près. Le gaz chlorhydrique introduit au contact du sulfate 
sodique avait donc disparu. L'expérience ainsi faite est en contradiction 
avec les lois de Berthollet, l'acide fixe SO*NaH ayant été déplacé par un 
acide volatil de même force H Cl : 

Na'SO*-!- HCl = SfVNaH-»-NaC!. 

Mais, en chaulTant progressivement le tube, j'ai constaté l'apparition 
d'une tension gazeuse qui augmente avec la température et qui reprend 
les valeurs antérieures quand la température diminue. 



) DiTTB. Leçons sur les .Métaujr, t. I, p. SSç. Dunod, i 
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o mm 

A la température de loo la tension atteint i5 
» 1 20 » » 2,3 

» 176 » » 77 à 78"*™ 

Redescendant à lao » revient à 24 

Donc Tacide gazeux est déplacé sous l'influence de la chaleur, en ma- 
nifestant une tension comparable à celle des vapeurs saturées. 

J*ai observé des faits analogues en étudiant méthodiquement l'action 
de l'acide sulfurique pur sur le sel marin fondu et pulvérisé. Les tensions 
sont très différentes de celles qui précèdent, puisque la réaction est tout 
autre; et les tensions changent avec les masses parce que deux réactions 
se superposent et changent la variance du système : 

SO*H^+ NaCl = SO*NaH+ HCI, 
S0*H^-h2NaGl = S0*Na" -h^HCl. 

Cet exemple, qui se rapporte à la préparation de l'acide chlorhydrique, 
montre combien les faits les plus simples et les plus usuels sont encore 
mal connus, et combien, par conséquent, un contrôle rationnel est néces- 
saire en Chimie. 

Pour éviter les difficultés indiquées dans le dernier cas que je viens 
d'ébaucher, j'ai choisi des métaux qui, dans les circonstances de l'expé- 
rience, ne possèdent qu'im seul chlorure et un seul sulfate. Tels sont le 
plomb et le cuivre. 

Cas des sels de plomb. — Dans deux ballons inégaux, l'un de i3o""*, 
l'autre de SSo"^', j'ai placé le même poids (10') de sulfate de plomb 
séché à i5o°, et j'ai rempli les appai^eils de gaz chlorhydrique sec. Puis, 
ayant maintenu ces ballons successivement dans la glace fondante et dans 
de l'eau à diverses températures ambiantes, j'ai observé les pressions finales 
d'équilibre à l'aide d'un tube manoniétrique adapté à chaque ballon. 
Jusqu'à !28^ le gaz chlorhydrique est absorbé en formant un vide partiel. 
Voici, en millimètres de mercure^ les tensions du gaz chlorhydrique à ces 
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Il 



A lo 

A 1 4 ) 5 
A i8 

A '20 

A 3o 



mm 



balU 


)n i8(> 


2" 


ballon 179 


» 


284 




» 278 


» 


35 1 




» 357 
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4a5 






» 


626 






» 


780 







Ces tensions sont sensiblement indépendantes de la masse du sulfate de 



/; 






^ 



hz 



tl 



plomb attaqué et de celle du gaz chlorbydrique. De plus Taction chimique 
est régie par T équation 

SO* Pb H- 2 HGl = SO* H* -h PbCI^ ; 

car la formation de l'acide sulfurique se constate avec facilité en compri- 
mant dans du papier d*amiante le mélange retiré rapidement du ballon, 
tandis qu'il n'existe aucun composé intermédiaire tel que SO^ Pb, /e HCl, etc. 
D'autre partsi, dans les ballons remplis de gaz chlorhydrique, on fait 
réagir l'acide sulfuri(|ue pur sur le chlorure de plomb, on constate qu'au- 
cune attaque ne se produit, a la température ordinaire, mais que la décom- 
position commence dès qu'on enlève assez de gaz ilGl pour que la tension 
s*abaisse au-dessous de la tension de décomposition* 
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Cas des sels cinvriques. — Le sulfiate cuiviiqiie anhydre SO*Cii 
fournit des résultats analogues lorsque le gaz chiorhydrique sec réagit sur 
lui. Ce gaz est partiellement absorbé avec formation de chlorure cuivriqne 
brun CuGI^. 

Voici les tensions que j'ai mesurées : 



» mm 



A la température de o la Irnslon mercurielle est Hn, 
» 19.,!} » ()p, 

» 78 » 559, 

» 100 » 018 environ. 

Quand, de la température 38®, on revient à ia®,5, on retrouve la 
pression de 99™™. Cette tension se rétablit après l'introduction dans l'ap- 
pareil d'une quantité de gaz chiorhydrique égale à 3o pour 100 du gaz 
antérieurement absorbé. De plus, dans certaines expériences, j'ai constaté, 
au sein de la masse solide, la persistance de taches blanches constituées par 
du sulfate cuivrique inattaqué ; ce qui prouve que la présence d'un excès 
de sulfate SO*Cu ne change pas l'équilibre, pas plus qu'un excès de cal- 
caire dans la dissociation du carbonate de chaux. JNous sommes donc ici 
encore en présence d'une action hétérogène réversible. 

Sans doute, les déterminations n'ont pas une entière rigueur (i®*" 1'a- 
bleau), mais l'altération si facile de l'acide sulfurique normal SO^FP par 
des traces d'impuretés et par le gaz chiorhydrique lui-même explicpie ces 
divergences, et l'allure des phénomènes n'est pas douteuse : c'est celle 
des vapeurs saturées. 

Sanction de la loi des phases. — Le dégagement de chaleur produit 
par la condensation de l'acide chiorhydrique est un premier indice de 
l'exactitude de cette assimilation (*); mais la loi des phases, que je ne 

(') SO^Pb -f 2HC1 = S0^H« -t-PbCP-f- 17200' "', 

SO*Cu -h2HCI=:S0*H» H- Cil Cl» -h 20000"», 

SO*Na«-f- H CI = SO*NaH + NaCI -h 17700"^ 
J.E.P., a* g. (C, n* 10). i5 
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connaissais pas an début de mes recherches, en démontre péremptoire- 
ment la légitimité. 

Quand on sait que la dissociation de l'oxyde cuivrique, en apparence si 
semblable à la dissociation du carbonate de chaux, 

aCuOliq.^Cu^Odiss. -+- O 

est en réalité un système à deux variables (comme le prouve d'ailleurs 
l'expérience directe), on peut douter qu'une réaction aussi compliquée 
que la réaction des acides sur les sels rentre dans le cas des systèmes 
monovariants. Or, la décomposition du sulfate de plomb fournit 4 phases 
(gaz HGl, liquide SO*H% solides SO*Pb et PbCP) et renferme 4 corps liés 
par une seule condition, la réaction chimique uniquement réalisée : 

SO*Pb + 2HCI = SO*H^-hPbCP, 

ce qui ramène à 3 le nombre c des composants indépendants. La variance 
du système, déterminée dans le cas présent par l'équation de Gibbs, 
N = c H- '2 — cp, devient 3 H- 2 — 4 = î • 

Le système étudié est donc bien monovariant, comme la dissociation 
du carbonate de chaux anior{)he ou la transformation du cyanogène en 
paracyanogène. 

2° Déplacement réciproque des bases. 

ê 

Le déplacement, par une base fixe, d'une base volatile en combinaison 
est souvent aussi une action limitée par la tension de l'alcali volatil, com- 
parable en Tout point au cas des vapeurs saturées. J'ai mis ce fait en évi- 
dence par des expériences touchant l'action du gaz ammoniac sur les chlor- 
hydrates de pipéridine et de dibutylamine (iso-dibutylamine). 

M. F. Bidet, continuant l'étude de ces réactions au laboratoire de 
l'Ecole Polytechnique, a confirmé ces premiers résultats en substituant à 
l'ammoniaque d'autres bases gazeuses, la méthylamine, Téthylamine, etc. 
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Lorsqu'on met la pi[)éi idine en contact avec du chlorhydrate d'ammo- 
niaque, le gaz AzH' s'échappe, en manifestant une tension gazeuse qui 
atteint la pression de 1255™"* de mercure à o**. 

Inversement, le chlorhydrate de pipéridine, au contact du gaz ammo- 
niac, abandonne la pipéridine qui s'assemble en goultelettes. La réaction 
dégage de la chaleur 

AzC*H*^HCI + AzH• = AzH^HCI-hAzG*H*^^-8ooo«'^ 

Il en est de même de l'action du gaz ammoniacal sur le chlorhydrate 
de di-isobutylamine 



AzC*H*\HCl-h AzH' = AzH'.HClH-AzCMl*^-f.55oo 



cal 



Mais, dans les deux cas, l'absorption est limitée par des tensions 
ci-dessous indiquées : 



o 

6,7 
8,3 



Pipéridine. 



1255 
1595 
1698 



mm 



(I 



Dibutyiamine. 

o 4^ 

II 53 

38 (éther) 85 



mm 



Ainsi donc, que l'alcaloïde appartienne à la série grasse ou qu'il appar- 
tienne à la série cyclique, il donne lieu aux mêmes particularités : il est 
déplacé par l'ammoniaque, d'une manière réversible, et la tension gazeuse 
est uniquement fonction de la température. 

En un mot, le système formé par le mélange des corps estmonovariant, 
d'siprèsV expérience directe. 

La loi des phases conduit à la même conclusion. L'équilibre comprend 
quatre phases (le gaz AzH% ralcaloide liquide et les deux sels solides); 
en outre, trois composants indépendants concourent à l'équilibre. La va- 
riance N est donc 

S H- 2 — 4=1- 



At.BKHT COI,S»\. 
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Déplacement rc.riproquc des métaux. 

De» »!(iB lie réversibilité analogue» se rencontrent dans le déplacement 
flfft niélDux volatili.sabli's ; mais ils se compliquent souvent de ta formation 
d'alliages mélHiliqiies qui, réduisunt le nombie des phases, augmentent 
Hinsi la variam-e, 'l'ontefois j'ai pu constater que le mercure réagit sur le 
sulfure d'argent légèrement chaude et qu'inversement l'argent décom- 
pose le cinabre vers 3oo" avec mise en liberté de vapeurs mercui-ielles. 

ï/argeiil réagit également vers aOo" sur le calomel, quand on chaufTe 
dans le vide le mélange des deux corps; mais le calomel se volatilisant 
lui-même à cette température, on se trouve en présence d'un équilibre qui 
n'est pas complètement assimilable aux tensions de vapeurs saturées, 
comme le précédent. 

li'hydiogèiie déplace l'argent de son sulfate et la condensation de l'hy- 
drogène dégage y.6ooo"'. Mais le dé[>lacement qui est insensible à o", 
dans la glace fondante, apparaît à loo" et il est assez rapide à lao". II 
semble que la tension du gaz hydrogène diminue quand la température 
s'élève, ce qui impliquerait l'impossibilité absolue de l'action inverse. EIn 
réalité, ce ne sont pas des tensions que l'on observe, mais des vitesses rela- 
tives à une action totale, car l'action inverse Âg*-4-S0'H* ne commence 
pas à loo" et ne fournit pas d'hydrogène. L'hydrogène ne donne donc 
pas de déplacement réversible au (contact des sels métalliques, et aux 
basses températures le mercure seid possède cette propriété. Ce fait 
stiflit pour aflirmer que, dans les phénomènes hétérogènes les plus variés, 
on trouve des ca^ de réversibilité auxquels s'applique l'équation de Cla- 
peyron, avec les restrictions imposées par le principe de Watt; de sorte 
que les phénomènes qui se trouvent en désaccord avec ces conditions ra- 
tionnelles sont constitués nécessairement par des réactions irréversibles. 
Qu'il s'agisse de la condensation d'un gaz acide, basique ou neutre, du 
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déplacement réciproque d'acides ou de bases. • ., la règle est la même. La 
voici dans sa généralité : 

GJÊNERALISATION. 

En somme, dans tout système hétérogène à face monovariante, le dé- 
placement isothermique du facteur volatil est absolu quand il est accom- 
pagné d'un dégagement de chaleur. 

Comjne corollaire, une condensation gazeuse isothermique absorbe 
nécessairement de la chaleur ; mais la réi^ersibilité ne peut éndemment se 
produire que si V action inverse commence à une température assez ba^'se 
pour qu aucun facteur de V équilibre ne soit altéré physiquement ou chi' 
miquement. 

Exemples : 

Les réactions suivantes, où I* hydrogène s'échappe avec dégagement de 
chaleur, sont irréversibles : 

Mg H- SO* H' = SO* Mg + H% 

3 KOH -h Al = AI(OK)' + H% . . . . 

Car, autrement, le système serait monovariant et régi par l'équa- 
tion de Clapeyron, avec la condition L > o conforme au principe de 
Watt (p. 1 19). Or ici la chaleur dégagée par l'absorption gazeuse L est 
négative, donc la réversibilité est impossible. Un excès de pression peut 
arrêter rémission du gaz H, mais non provoquer le déplacement des mé- 
taux. Au contraire, dans la réaction 

Ag^SO* -h H^ = S0*H^4- Ag^H- aBooo^S 

la condition L > o étant remplie, la réversibilité est possible. Cherchons 
à quelle température commence l'absorption de l'hydrogène. Elle est 
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* ^* *~* j lente à loo", appréciable à lao". La tempéra- 

K%«.m\l<^ i» <> 1 ^ rlonc comprise entre o" et 120°. Or la Chimie nous 

».%»•■*'' *' ^ '^ ' . inverse, c'est-à-dire l'attaque de l'argent par l'acide 

«*»»***■**''"' " . ■ setisil>le à 1 ao", ne fournit pas d'hydrogène mais du 

******"*'" ' !-»„„,. l«^ facteurs de l'équilibre étant altérés dans cette 
j^iilfiireux- i»o'"-i "- ' 

*^" _„„ ,1 „^t iiiiuossible d'atteindre le point figuratif A, origine de 

-»«"tîon iiivcrsci ^^ 1 

"\a aisso"»""" 'J'g- ")'•'''•' déplacement da gaz hydrogène par largent 
rie-»ient impossible pour ce motif. 
Df! même le» réactions 

pbO"-t-SO> (ga7,) = PbSO'-t-;i6oo"', 
(àS -t- 40 (gaz) = CaSO' + 68000"' 

ne peuvent pas être réversibles, qnoique L soit positif, parce que PbSO* 
résiste a Koo", température à laquelle PbO' est complètement altéré; 
ipiaiit an sulfate calcique, au ronge blanc, il ne dégage pas d'oxygène, 
mais de l'anhydride sulfurique; de sorte que le facteur SO'Ca se décom- 
pose avant (|ue l'on atteigne la température de la réaction inverse 

SO'Ca = CaS + 40. 

Kn vertu de notre règle, les réactions 

SU- Mg -I- H' S = MgS + SO' H' — 33 aoo"', 
SO'K" +H"S = K"S-l-SO'H" — Soooo'"' 

sont impossibles, parce que, dans l'action inverse, le départ du corps 
gazeux H*S est accompagné d'un dégagement de chaleur. 
En vertu du corollaire, la réaction 

Ag',SO'+ H"S= Ag'S-t SO' H" -H 35400'^", 

*ï"i pourrait être réveisible, ne le devient pas, parce que, bien au.dessous 



I 
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de la température à laquelle l'acide sulfurique commencerait à réagir sur 
le sulfure d'argent, il est détruit par le gaz sulfhydrique. 

Chimie organique. — Ces règles s'appliquent sans changement aux 
réactions de la Chimie organique. 

La décomposition d'un diazoïqne, suivant l'équation caractéristique 

C'H'^ — Az: Az - R = C* H» - R + Az% 

n'est pas susceptible de réversibilité, car le départ de l'élément gazeux Az* 
est accompagné d'un dégagement de chaleur. De sorte que, si la réaction 
était réversible, on se trouverait en présence d'un équilibre hétérogène 
monovariant qui devrait satisfaire à la condition essentielle L > o. Comme 
cette condition n'est pas remplie, l'équilibre n'est pas possible ; et, s'il n'y 
a pas de réaction inverse, la décomposition est absolue. 

On verrait de la même manière que la préparation de Toxyde de car- 
bone, parTaddition progressive d'acide formique à l'anhydride phospho- 
rique, est irréversible. Au contraire, l'absorption du gaz CO par l'hydrure 
de sodium qui, d'après M. Moissan, se fait à très basse température, est 
totale, parce que le formiate de sodium obtenu dans cette réaction est 
stable jusqu'au-dessus de 3oo°, et qu'à partir de cette température, où la 
réversibilité pourrait commencer, le formiate se transforme en carbonate 
au lieu de régénérer l'hydrure initial. 



CONDITIONS DE TEMPERATURE; VISCOSITE. 

En résumé, les lois de Berthollet sont un cas particulier des déplace- 
ments gazeux. Un gaz qui entre en combinaison fixe dégage nécessaire- 
ment de la chaleur, mais on ne peut affirmer qu'une élévation de tempé- 
rature restaure le système gazeux initial. La possibilité de cette action 
inverse, de cette restauration, est généralement impossible à prévoir, pas 
plus qu'on ne peut dire a priori s\ un corps est ou non capable de se va- 
poriser à T"*, Ce genre de propriété constitue une donnée expérimentale. 
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Toutefois, dans certains cas ci-dessus définis, la connaissance des pro- 
priétés usuelles des corps permet (raffirnier Timpossibilité de toute action 
réversible. 

11 y a plus : 

Un gaz dont la condensation correspond à un dégagement de chaleur 
n'entre pas nécessairement en combinaison. Il faut pour cela des conditions 
de températin^e et des conditions chimiques que j^indiquerai plus loin. 

L'expérience montre que la plupart des réactions changent d*allure 
entre deux températures fondamentales. 

Considérons la réaction CaC()' = CaO-h CO' par exemple {/ig. 3). 



Kig. 3. 



1 




Sous une très faible pression, le gaz carbonique ne réagit sur la chaux 
qu'à partir d'une certaine température 6,^ figurée par la longueur OA^, 
de même que l'oxygène ne réagit sur le charbon qu'à partir d'une cer- 
taine température (*). Le carbonate formé est fixe au-dessous de 6^^ ; 
mais, au-dessus, il commence à se dissocier à une température 6,. L'ori- 
gine de cette dissociation est assez difficile à préciser, parce que, dans un 
intervalle assez grand, la courbe de dissociation diffère peu de l'axe Oty 
de sorte que, malgré le grand intérêt que présente l'origine A de la disso- 
ciation, cette donnée est mal connue. 

Remarque L — Les composants libres CaO-hÇO* o// C -h O* suh'- 

sistent indéfiniment dans la zone pOA^a^ ; le système fixe (condensé) est 

» ■ I I I ■ I ■ - . . Il 

(*) CeUe température de réaction varie avec la pression (expériences inédites). La nature 
des composants intervient aussi : on sait le rôle que jouait le choix du charbon dans la fa. 
brication des anciennes poudres à canon. 
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seul passible dans la zone a^h^fia\ les composants réapparaissent dans 
la zone qui renferme la courbe de dissociation {zone de l'équilibre). 

Remarque IT. — C'est seulement dans cette dernière zone que la chor 
leur de combinaison peut être compensée par un travail mécanique. Et il 
semble bien qiiil ny a pas possibilité de compenser le trai^ail chimique 
quand la combinaison est figurée par un trajet situé en dehors de la 
zone d'équilibre a ht. 

L'inaction des acides sur les bases ou de Foxygène sur le carbone^ etc. , 
aux basses températures, s'explique en faisant intervenir des conditions 
de frottement ou de viscosité dans les formules mathématiques. 

Remarquons cependant qu'un système dont le point figuratif se meut 
dans la région /^OA^a^, limitée par la courbe A^a^) est aussi stable qu'un 
corps défini. Le diamant, au contact de Toxygène, par exemple, est 
aussi stable entre o^ et loo" que le carbonate de chaux. Cette région est, 
en quelque sorte, la zone des phénomènes physiques à l'aide desquels on 
définit les espèces matérielles. 

C'est seulement lorsque le point figuratif passe à droite de la ligne a^k^ 
que la viscosité me parait capable d'intervenir; car, là seulement, com- 
mencent les réactions chimiques. 

Réactions par échelons successifs. — Quoi qu'il en soit, il importe 
surtout aux chimistes de savoir s'il est possible de vaincra l'inertie des 
composants, quelle que soit la cause de l'inertie. Ce problème n'est pas 
simple, même quand la condensation conduit à un composé dont Texi- 
stence est certaine. . 

En apparence, les réactions exothermiques 

PbS-h40 = PbS0% 
KGI-i-40 = KClO* 

présentent la plus grande similitude, et il n'y a aucune raison mécanique 

y. E.P,, a's. (C. nMO). i6 



l36 ALBERT COLSON. 

pour empêcher leur réalisation. En réalité, la réalisation directe du second 
cas est impossible pour des raisons d'ordre chimique qui relèvent des 
proportions multiples. Une telle réaction est, en effet, la résultante de 
deux actions successives : 

KCl -+- 30 = KCIO^— 1 1 900"*, 
KCIO' + O =KC10*-hi9 7oo^*^ 

L'oxydation du chlorate KCIO' est possible, mais sa formation par 
fixation directe d'oxygène sur le chlorure de potassium est impossible; 
car nous avons vu que la condensation d'un gaz avec absorption de cha- 
leur est irréalisable. Les éléments nécessaires à la seconde réaction font 
alors défaut. D'où la règle : 

Règle . — Une condensation gazeuse résultant de réactions successives 
est impossible par voie directe^ quand les premières transform^jùtions 
absorbent de la chaleur dans les conditions de V expérience (*). 

C'est pour ce motif qu'il est inutile de tenter la réalisation directe d*un 
système tel que 

PbO + Az^ -h O* = Pb( AzO')' h- 54 4oo^S 

parce que cette réaction exothermique nécessite la formation préalable du 
radical azotique qui absorbe de la chaleur (' ) . 
Examinons d'autres cas singuliers : 

Carbonate d'argent. — A propos de la décomposition irréversible du 
carbonate de plomb, j'ai rappelé la règle fondamentale de Moutier (p. 118); 
et, cependant, elle ne s'applique pas à l'irréversibilité des décompositions 
des carbonates métalliques. Ainsi, j'ai prouvé expérimentalement que le 

(*) Toute action résultant de l^efTet de rétinceile électrique doit être réservée, puisqu'on 
ne connaît pas les chaleurs dégagées à ces hautes températures. 

(') Nous verrons plus loin comment ce système bi variant peut rentrer dans le cas de 
systèmes monovariants* 
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carbonate d'argent, chauffé en vase clos, manifeste des tensions gazeuzes 
qui augmentent avec la température, mais qui atteignent invariablement 
la même valeur quand on s'élève à une température déterminée T sans 
la dépasser. 

Cependant, la reconstitution du carbonate CO*Ag^ ne se fait pas en 
milieu sec, même en augmentant la tension du gaz carbonique. 

Que cette inertie soit due à un phénomène de viscosité, cela importe 
moins que de savoir pourquoi, dans la région a A £, il y a inertie dans le 
cas du carbonate d'argent et non avec le carbonate de chaux. 

Dans les deux cas, L et ^ sont positifs. Les conditions fondamentales 

exigées par l'équation de Clapeyron étant alors remplies, la non réversi- 
bilité d'un phénomène qui se passe dans la région Aat ne peut être due 
qu'à la troisième cause que j'ai signalée : l'altération de l'un au moins 
des facteurs de l'équilibre. Je prétends, en un mot, que l'équilibre ne se 
rétablit pas parce que les corps qui sortent de combinaison ne sont pas 
identiques à ceux qui s'unissent; parce que, par exemple, l'oxyde Ag^O 
résultant de la réaction Ag*CO' = Ag^O 4- CO* subit par la chaleur une 
sorte d'isomérisation qui le rend impropre à rentrer en combinaison. C'est 
pour détruire cet effet que j'ai essayé d'introduire une petite quantité 
d'eau dans l'appareil à dissociation; et j'ai constaté qu'effectivement le gaz 
carbonique rentrait en combinaison en conservant les tensions que j'avais 
observées dans la décomposition directe du carbonate d'argent aux 
diverses températures* 

On objectera que la présence de l'eau transforme le système mono- 
variant initial en système bivariant qui n'est plus comparable au type 
CO•Ca = CaO^-CO^ 

11 est vrai que la tension gazeuse dépend à la fois du gaz carbonique et 
de la vapeur d*eau. Toutefois, si l'on maintient le tube manométrique à 
température constante, la tension de la vapeur d'eau devient fixe et l'on 
rentre dans le cas des systèmes mono variants. C'est dans ces conditions, 
et en déduisant la tension de l'eau, que le Tableau suivant a été établi : 
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Tensions du gaz CO' résultant de la dissociation de Ag^CO*. 
Températures. Pressions. 

mm 

i3a,o (aie. amyl.) 6 

167,0 99 

182,5 (aniline) ... 173 (sur le sel sec, 174) 

210,0 (benzoate élhyl.) 548 (sur le sel sec, 548) 

218,0 762 

L'analogie avec le carbonate de chaux est donc rétablie. Elle peut être 
poussée plus loin : admettons que la chaux provenant de la dissociation 
du calcaire, au lieu d'être amorphe, cristallise, comme cela arrive aux 
températures plus élevées du four électrique. La reconstitution du carbo- 
nate cesserait alors d'être possible et l'on retrouverait les particularités 
que j*ai rencontrées avec le carbonate d'argent. 

Carbonate de plomb. — D'après Debray, ce sel est décomposable par 
la chaleur, mais la réaction inverse ne se fait pas. 

A mon avis, la cause de cette irréversibilité est due à ce fait que l'oxyde 
qui se forme dans la décomposition de ce sel n'est pas l'oxyde blanc avide 
de gaz carbonique ; c'est un polymère ; car on sait par les travaux de M. f j. 
Henry (*) que les oxydes anhydres sont des corps condensés. Il n'est 
donc pas surprenant que l'on n'arrive pas à rétablir la réversibilité en 
agissant conformément à la règle de Moutier. Pour rendre à l'oxyde PbO 
l'activité nécessaire à l'action inverse, j'ajoute de l'eau. Soit par action 
sur PbO, soit plutôt en communiquant au gaz carbonique des propriétés 
acides incessamment renouvelées par le mécanisme si souvent invoqué par 
M. Berthélot, l'eau provoque la reconstitution du carbonate. En main- 
tenant à o^ la branche manométrique de façon à fixer la tension de Teau, 
on trouve les tensions suivantes pour le gaz CO* : 



(*) Sur la poij^mérisalion des oxydes solides, voir les travaux de M. L. Henry {Société 
scientifique de Bruxelles, 1879). 
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Tensions du gaz CO^ résultant de la dissociation de CO'Pb. 

Températures. Pressions. 

184! la" 

211 « 33 

234 I o4 

284-280" 760 



EXTENSION AUX SYSTEMES POLYVARIANTft. 

On aiTive facilement à rendre mono variants par des artifices expéri'^ 
mentaux la plupart des systèmes polyvariants. Considérons par exemple 
la décomposition de l'azotate d*ammoniaque : 



AzO'AzH* = Az«0 + affOgaz-+- loaoo*^'. 

* Si récfuitibre était possible, il dépendrait à la fois de la pression du 
protoxyde d'azote Az*0 et de la tension de la vapeur d*eau; mais, en 
adaptant à Tappareil un réfrigérant à température constante, la tension de 
Teau devient fixe et Téquilibre reste uniquement soumis à la tension du 
protoxyde. Celui-ci, en s* échappant, dégage de la chaleur; il ne peut donc 
plus rentrer en combinaison, de sorte que la réaction est nécessairement 
irréversible, à Tinverse de la formation des amides. 

Considérons encore Tattaque d'un carbonate par un acide dilué : 

CO^Ca + SO*H» dissous = CaSO* H- H*0 4- CO* gaz. 

. L'équilibre, dans un tel système, dépendrait de quatre variables et 
comprendrait quatre phases (une liquide, une gazeuse, deux solides); et il 
serait relatif à un système bi variant. Choisissons comme variables la près* 
sion gazeuse et la dilution de l'acide sulfurique. Nous pourrons rendre 
constante cette dernière à l'aide d'un artifice analogue à celui des parois 
semi-perméables de M. van't Hoff; de telle sorte que cette réaction ren« 



l4o ALBERT COLSON. 

trera dans la catégorie des systèmes mono variants. Dans ces conditions, 
le gaz CO^ s'échappant avec dégagement de chaleur ne pourra renti'er en 
combinaison; cela est vrai, quelle que soit la dilution; donc les r^les éta- 
blies antérieurement s'appliquent sans variation à cet exemple plus 
compliqué. 

RÉSUMÉ. 

La préparation d'un gaz, la mise en liberté d'un métal volatil, le déga- 
gement d'une vapeur basique ou acide en rapport ou non avec les lois de 
Berthollet, etc., forment un groupe de phénomènes régis par les mêmes 
règles • 

Règles de dilatation. 

m 
m 

I® Un gaz qui s* échappe d'un système ^xe avec dégagement de cha- 
leur ne peut rentrer en combinaison pour reconstituer le système primitif . 

C'est une erreur que de chercher à déplacer le fer par l'hydrogène ou 
l'acide sulfurique par Tacide carbonique, dans la préparation habituelle 
dé ces gaz, même à l'aide de fortes pressions. 

2® Quand, à une température T, un gaz s'échappe d'un système fixe 
avec absorption de chaleur, la réaction est réversible si les facteurs de 
l'équilibre ne sont pas altérés h la température T de la réaction. 

Règles de contraction. 

Généralement, un gaz dont la fixation dégage de la chaleur dans les 
conditions de l'expérience peut entrer en combinaison directe sous une 
pression déterminée quand on atteint une température sufiBsante. Tou- 
tefois une condensation exothermique n'est pas réahsable quand elle 

résulte de condensations successives dont l'une au moins est endother- 
niique« 



SUR LA THÉORIE DES DEPLACEMENTS GAZEUX. 1^1 

Dans aucun cas on ne peut affirmer a priori la réversibilité du phéno- 
mène : L'oxygène comprimé à 25**" se fixe sur l'argent vers 3oo**. L'azote, 
à la pression atmosphérique, se fixe sur le magnésium vers 4^0^. Dans le 
premier cas, la température de combinaison est une température de dissocia- 
tion; dans le second cas, c'est une température de réaction non réversible. 

Rien ne l'indique a priori. L'action n'est réversible que si, par une 
élévation progressive de la température, on régénère le système hétérogène 
initial. Évidemment, plus fortement on devra chauffer, plus le système 
fixe sera stable; de sorte que c^esi L'élévation de sa température de décom- 
position plutôt que la grandeur de sa chaleur de formation qui mesure 
la stabilité d'un système condensé. 



CONCLUSION. 



En somme, dans la préparation des corps gazeux, ce sont lès règles de 
dilatation qui interviennent. Elles sont simples et faciles à appliquer tout 
en restant rigoureuses et générales, conformément au but que je m'étais 
proposé d'atteindre. 
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SUR 



LA VIE ET LES ŒUVRES D'ALFRED CORNU, 



Par m. h. POINGARE, 

Membre de rinstitul et du Bureau des Longitudes. 



Alfred Cornu était né en iS^i. En 1860, il entra à l'École Poly- 
technique, d'où il sortit 2 ans après comme élève-ingénieur des Mines. 
Mais il abandonna de bonne heure le service actif des Mines pour entrer 
dans le corps enseignant de l'École Polytechnique. Il était, en effet, 
encore élève à l'École des Mines, quand le Conseil de perfectionnement 
le désigna comme répétiteur à l'École Polytechnique en 1864. 
Dès 1867, à l'âge de vingt-six ans, il fut nommé professeur de Physique 
dans cette grande École. Son enseignement fut tout de suite très goûté 
des élèves; il inaugurait un mode nouveau d'exposition de la Physique 
et, en particulier, de la Thermodynamique . 

D'ailleurs, comme membre du Conseil de perfectionnement, il 
exerça, pendant de longues années, une grande influence sur l'évolution 
de l'École Polytechnique. 

En 1878, ii fut nommé Membre de l'Académie des Sciences qui, 
quelques mois auparavant, lui avait décerné le prix La Caze. 

En 1886, il entra au Bureau des Longitudes, et l'on trouvera, dans 
Y Annuaire de ce Bureau, une série de Notices que le public a beaucoup 
appréciées. 

M. Cornu était Membre de la Société royale de Londres, des Aca- 

/. £. p., 2«8. (C.nMO). 17 
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demies de Turin, Rome, Vienne, Saint-Pétersbourg, de celles de 
Suède, de Belgique, de Boston. 

Il fut président de la Société française de Physique et de la Société 
astronomique de France. 

Il était membre du Conseil de l'Observatoire de Paris, où il remplis- 
sait les fonctions de secrétaire, et du Conseil de TObservatoire de Nice. 

Quand il fallut, au Congrès de Physique, choisir un président pour 
recevoir dignement nos hôtes de 1 900, c'est à lui que tout naturellement 
tous ont songé. Nul n'aurait présidé avec plus d'autorité ces débats, où 
nous avions convié tant d'illustres savants étrangers. 

Il était désigné par sa gloire incontestée, qu'avait consacrée le suf- 
frage de tant d'Académies étrangères, par l'étendue et la sûreté de sa 
science, par la justesse de son esprit. Partout on l'écoutait avec profit 
parce qu'il savait beaucoup, et on l'écoutait avec plaisir, parce qu'il 
savait dire. 

Qui ne se rappelle avec quelle limpidité il exposait ses découvertes, 
soit à l'Académie, soit à la Société de Physique, soit à la Société inter- 
nationale des Électriciens; avec quelle chaleur aussi et surtout avec 
quelle élégance.^ Il était aussi jaloux d'une clarté impeccable en face de 
ses collègues qu'en face de ses élèves. Faire autrement eût été pour lui 
une souffrance; car ses goûts d'artiste en auraient été choqués. Et, en 
effet, l'artiste se retrouvait partout, chez le penseur, chez l'expérimen- 
tateur, chez le professeur. 

Quand il imaginait ou qu'il construisait un appareil nouveau, quand 
il en étudiait les derniers détails, quand il le décrivait surtout, on sentait 
que ce n'était pas seulement à ses yeux un instrument, mais un objet 
d'art, et qu'il ne se préoccupait pas uniquement d'aller au but par le 
chemin le plus sûr et le plus court. La moindre imperfection le faisait 
souffrir, non parce qu'elle était une gêne, mais parce qu'elle était une 
tache . 

Aussi, quand il aborda l'étude de la diffraction, il eut bientôt fait de 
remplacer cette multitude rébarbative de formules hérissées d'intégrales 
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par une figure unique et harmonieuse, que l'œil suit avec plaisir et où 
Tesprit se dirige sans effort. Tout le monde aujourd'hui, pour prévoir 
l'effet d'un écran quelconque sur un faisceau lumineux, se sert de la 
spirale de Cornu. M. Cornu débuta dans la Science par une théorie de 
la réflexion cristalline ; il parvint à ramener ces lois si compliquées à des 
règles géométriques simples et élégantes et à construire géométri- 
quement le plan de polarisation du rayon réfléchi à la surface d'un 
cristal. 

Cette méthode géométrique était alors nouvelle, et elle ne satisfaisait 
pas tous les esprits, habitués aux conceptions mécaniques de l'ancienne 
école. « J'aurais, disait M. Bertrand, loué plus volontiers des tenta- 
tives qui, sans donner des conclusions aussi satisfaisantes, paraîtraient 
plus solidement fondées. » Cette appréciation, venant d'un critique 
pourtant si éclairé, nous montre bien que ce qui nous paraît aujourd'hui 
si simple était à cette époque une hardiesse. 

Par ses travaux sur la réflexion cristalline Cornu a été conduit à 
étudier la manière de mesurer les indices d'un cristal biréfringent par la 
réflexion totale. L'étude expérimentale de la double réfraction l'a aussi 
occupé quelque temps. 

De la réflexion cristalline Cornu est naturellement passé à la 
réflexion métallique. De ce qu'il nous a appris à ce sujet, nous retien- 
drons surtout une chose : il n'y a pas d'abîme entre la réflexion vitreuse 
et la réflexion métallique; on passe de l'une à l'autre par degrés insen- 
sibles ; si ce passage nous échappe le plus souvent, c'est que notre vue 
est bornée, que nous ne voyons qu'une toute petite partie du spectre, 
depuis le rouge jusqu'au violet. La photographie, en suppléant à l'infir- 
mité de notre rétine, nous a révélé l'ultra-violet, champ beaucoup plus 
vaste que Cornu aimait à explorer et où il a vu, entre autres choses, 
tous les intermédiaires entre les deux sortes de réflexion. 

Il a beaucoup écrit sur la lumière ; si, en effet, il a laissé sa trace dans 
toutes les parties de la Physique, c'est surtout pour l'Optique qu'il avait 
de la prédilection. Je crois que ce qui l'attirait dans l'étude de la lu- 
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mière, c'est la perfection relative de cette branche de la Science, qui, 
depuis Fresnel, semble participer à la fois de l'impeccable correction et 
de la sévère élégance de la Géométrie elle-même. Là, il pouvait, mieux 
que partout ailleurs, satisfaire pleinement les aspirations naturelles de 
son esprit d'ordre et de clarté. 

C'est là seulement qu'il pouvait espérer nous donner de petits 
chefs-d'œuvre d'élégance géométrique comme ceux dont nous venons 
de parler. 

Il reprit, en 1871, la méthode de M. Fizeau pour la mesure de la 
vitesse de la lumière; il introduisit dans cette méthode d'importants 
perfectionnements et lui donna plus de précision. Il est certain main- 
tenant que le chiffre définitif ne pourra pas s'écarter beaucoup de celui 
qu'il a trouvé. 

Les expériences qu'il poursuivit à ce sujet entre l'tcole Poly- 
technique et le Mont Valérien lui prirent plusieurs années; mais la dis- 
cussion des résultats, la comparaison de diverses méthodes l'occu- 
pèrent toute sa vie; il est mort au moment où de nouvelles expériences, 
entreprises sous son inspiration, venaient de commencer à Nice. 

J'ai déjà parlé de ses recherches sur la diffraction et les intégrales de 
Fresnel; il n'abandonna jamais ce genre de recherches; il a particu- 
lièrement étudié les réseaux, l'influence des inégalités périodiques ou 
systématiques des instruments qui servent à les tracer et les propriétés 
focales qui résultent de ces inégalités. 

Ces réseaux, si utiles en spectroscopie et que Rowland a portés à 
un si haut degré de perfection, présentaient souvent des anomalies dé- 
concertantes. Cornu est arrivé à en découvrir la cause : les vis qui 
servent à les tracer, quelque précises qu'elles soient, présentent cepen- 
dant de petites inégalités, de sorte que les traits du réseau, si fins et si 
rapprochés, ne sont pas rigoureusement équidistants. Tantôt ils sont 
plus serrés, tantôt plus écartés les uns des autres, et les différences se 
reproduisent périodiquement, chaque fois que la vis a fait un tour 
complet. Ces différences sont très faibles et n'atteignent que quelques 
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millièmes de millimètre. Elles suffisent cependant, comme Cornu Ta 
démontré, pour déplacer le foyer. 

Cette imperfection semble inévitable, malgré les progrès incessants 
réalisés par les constructeurs; Cornu a montré que, dans certains cas, 
on peut en tirer un parti utile. 

Les franges d'interférence lui ont fourni aussi l'occasion de fines 
études; il a recherché les conditions d'achromatisme de ces franges, et 
il s'est servi également de cet instrument si délicat pour étudier les dé- 
formations élastiques du verre. Rien de plus joli que les hyperboles iri- 
sées, qu'il obtenait ainsi et qui montraient d'un coup d'oeil tout 
l'ensemble de ces déformations infiniment petites. 

Lorsque deux faisceaux de lumière blanche interfèrent, les franges 
produites par leurs différentes composantes monochromatiques n'ont 
pas toujours la même forme; les points où la lumière reste blanche se 
trouvent alors sur une ligne qui vient croiser toutes ces franges mono- 
chromatiques suivant une loi que Cornu a débrouillée, d'une part par 
l'analyse théorique du phénomène, d'autre part en examinant les 
franges à travers un spectroscope. 

Dans cette région mixte où l'Optique confine à l'Électricité, il a 
étudié à plusieurs reprises la polarisation magnétique, et tout récem- 
ment encore il a fait faire à cette partie de la Science un progrès signalé. 
C'était au moment oii le phénomène de Zeeman venait d'être décou- 
vert. Tout le monde croyait que les raies spectrales, et en particu- 
lier la raie D, se décomposaient en un triplet. Le premier, il vit 
qu'il y avait quatre composantes, et que le soi-disant triplet était un 
quadruplet. 

Cette découverte obligea Lorentz à modifier sa théorie, en en con- 
servant les traits les plus essentiels, mais en lui faisant perdre cette sim- 
plicité qui l'avait d'abord séduit. Depuis, de nombreuses observations 
ont mis hors de doute la complexité extrême du phénomène et ont 
montré que le quadruplet découvert par Cornu était encore l'un des 
cas les plus simples. 
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La spectroscopie le préoccupa beaucoup et, en particulier, Timpor- 
tante question du renversement des raies ; il montra clairement les con- 
ditions de ce phénomène si utile en Astronomie. 

Cette étude du renversement était déjà fort intéressante par elle- 
même; mais ce qui en a doublé l'importance, ce sont les conséquences 
qu'on en a tirées pour la classification des raies spectrales. Au premier 
abord, les spectres des divers éléments nous paraissent un pur chaos; 
nous savons aujourd'hui qu'il n'en est rien et que la distribution des 
raies obéit à des lois relativement simples; nous pressentons que la 
connaissance complète de ces lois nous révélera quelques-uns des 
secrets de la constitution de la matière; mais elles nous sont restées 
longtemps cachées, parce que les spectres les plus simples se com- 
posent de plusieurs séries, qui empiètent les unes sur les autres. Le 
premier point était donc de distinguer ces séries pour pouvoir les iso- 
ler. Or les circonstances du renversement fournissaient un critérium, 
qui, comme l'a très bien vu Cornu, facilitait cette distinction. 

Il a imaginé un procédé très ingénieux pour distinguer les raies tellu- 
riques des raies d'origine solaire. En vertu du principe Doppler-Fizeau, 
les raies sont déplacées quand la source est en mouvement. Or le Soleil 
tourne rapidement sur lui-même ; si donc on observe successivement 
les deux bords de cet astre, les raies d'origine solaire semblent se dé- 
placer, les raies d'origine terrestre ne changent pas; l'observation se 
fait en imprimant au spectroscope une sorte d'oscillation rapide; les 
raies, qui participent à cette oscillation, se distinguent facilement, ce 
sont celles qui nous viennent du Soleil. Il a étudié en particulier le 
spectre ultra-violet du Soleil et son absorption par les parties supé- 
rieures de l'atmosphère. Ses études sur le spectre solaire, sur le spectre 
des étoiles nouvelles, sur celui de la couronne, sont appréciées vi- 
vement par les astronomes. 

Le spectre ultra-violet s'étend beaucoup plus loin que le spectre vi- 
sible; ce qui nous limite, ce n'est pas la sensibilité des plaques photo- 
graphiques, qui seraient impressionnées par des ondes beaucoup plus 



NOTICE SUR LA VIE ET LES OEUVRES d' ALFRED CORNU. 1 49 

courtes, c'est l'absorption des radiations les plus réfrangibles par les 
lentilles et par l'air. Voilà l'ennemi que Cornu avait à combattre et, 
pour en triompher, il lui a suffi d'employer des objectifs et des prismes 
en quartz ou en spath. 

L'étude des raies telluriques l'a aussi occupé fort longtemps, il a, 
grâce au procédé dont nous parlions plus haut, discerné la part de 
notre atmosphère dans la production des trois groupes A, B et a et sé- 
paré l'influence de la vapeur d'eau de celle de l'oxygène sec. Il suivait 
ainsi avec succès les traces de Janssen et 4^ Langley. 

Cornu s'est beaucoup attaché à perfectionner les instruments 
d'optique; il disait souvent que l'Optique géométrique a été trop négli- 
gée, qu'elle nous réserve encore, non sans doute des surprises, mais 
une foule de ressources qu'on ne songe pas à employer. 

Les instruments sont imparfaits, et ils ne peuvent pas ne pas l'être; 
ils le seraient encore, quand même le travail de l'opticien serait abso- 
lument sans défaut, quand même les verres seraient tout à fait transpa- 
rents et homogènes, puisque les aberrations prévues par la théorie sont 
en tous cas inévitables. 

Inévitables, sans doute, mais l'art peut les atténuer en les opposant 
habilement les uns aux autres. Chaque défaut, à ce compte, devient un 
bienfait, puisqu'il peut servir de remède à un défaut contraire. 

a Souvent, en effet, disait Cornu, dans les particularités mêmes qui, 
au premier abord, paraissent des imperfections fâcheuses, ou trouve 
des ressources utilisables pour d'autres genres d'expériences. » 

C'est ce qu'il a lui-même fait bien souvent. Ses expériences sur la vi- 
tesse de la lumière l'avaient familiarisé avec l'emploi et le réglage des 
collimateurs. Il s'est rendu compte ainsi du parti que les astronomes 
pourraient en tirer : il a imaginé plusieurs appareils très portatifs, très 
faciles à régler et très précis; le dernier en date est la lunette zénitho- 
nadirale, dont il a présenté le plan au Congrès de Géodésie de 1900 et 
qui permettrait des mesures de latitude relativement rapides et extrê- 
mement exactes. C*est une merveille de précision et une application 
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d^u«e élégance inattendue des lois les plus simples de l'Optique géomë- 

triqixe . 

Citons encore un exemple de Tingéniosité et de la simplicité que dé- 
ployait Cornu dans la solution des problèmes d'Optique géométrique. 
On a une lunette destinée à l'observation visuelle et achromatisée 
dans ce but; on veut l'utiliser pour la photographie, faudra-t-il changer 
Vobîectif ? Pas du tout, il suffira d'écarter de quelques millimètres les 
deux lentilles de flint et de crown dont il se compose. Ce fut à l'occa- 
sion du passage de Vénus qu'il eut cette idée si simple et si utile aux 

astronomes . 

Ce n'est d'ailleurs pas là le seul service qu'il ait rendu à l'Astro- 
nomie; il a inventé une méthode photométrique pour l'observation des 
éclipses des satellites de Jupiter. 

L'observation de ces éclipses est le meilleur moyen de connaître 
l'heure de Paris, sinon pour les marins, dont les chronomètres se dé- 
rangent rarement, au moins pour les explorateurs des continents. 
Mais l'instant où le satellite s'éteint est difficile à apprécier; sa lumière 
décroît graduellement; à quel instant disparaît-il .^^ Cela dépend de la 
puissance de l'instrument avec lequel on l'observe et, même avec un 
même instrument, deux observateurs qui n'ont pas la même acuité vi- 
suelle en jugeront différemment. Ne vaut-il pas mieux, au lieu de 
guetter une extinction impossible à saisir, observer le moment où 
l'éclat du satellite prend une valeur donnée.^ Telle est, en quelques 
mots, l'idée que Cornu a imaginée et qu'il a rendue pratique. 

Dans la préparation des expéditions entreprises à l'occasion du 
passage de Vénus, et dans la discussion des résultats. Cornu a rendu 
de très grands services ; il a contribué à créer les méthodes de mesure 
des épreuves photographiques. 

Nul, en résumé, ne connaissait mieux que lui les instruments d'op- 
tique et, sur ce point, ses lumières ont largement profité à l'Astronomie. 
Je ne m'étendrai pas au sujet de ses recherches sur l'Optique météo- 
rologique. 
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Il a consacré plusieurs Notes à des observations de couronnes ou de 
halos ; par des expériences ingénieuses, exécutées devant de nombreux 
auditoires, il a imité le phénomène du halo et même celui du rayon 
vert. Il observait souvent la polarisation atmosphérique et les variations 
des raies telluriques, et il en connaissait l'importance pour la prévision 
du temps. Je me rappelle un jour où un froid très vif était accompagné 
d'une pression très élevée; la plupart des météorologistes, se fiant à de 
nombreux précédents, croyaient que le froid serait de longue durée; 
tous les signes semblaient leur donner raison; seul Cornu prévoyait 
qu'il cesserait dès le lendemain et c'est ce qui arriva en effet. L'Optique 
lui avait révélé ce qui se passait dans les régions supérieures de l'atmo- 
sphère, que les rayons solaires avaient traversées. 

Je ne puis pas ne pas mentionner une invention très simple pour 
laquelle son nom devrait être béni de nombreux praticiens, car elle 
nous a débarrassés des inconvénients du halo photographique. 

Puisque nous sommes sur les applications pratiques de l'Optique, 
parlons encore du procédé stroboscopique si simple et si pratique, 
qu'il a imaginé, quelques semaines avant sa mort, pour déceler et 
mesurer les irrégularités de marche d'un alternateur. 

La délicatesse de ses sens et, en particulier, l'extraordinaire finesse 
de son oreille lui furent précieuses dans d'autres recherches, qu'il pour- 
suivit en commun avec M. Mercadier. On discutait depuis longtemps 
sur les intervalles musicaux; les physiciens étaient partagés, les uns 
tenant pour la gamme dite de Platon, les autres pour celle de Pytha- 
gore. L'expérience conduisit Cornu à un résultat bien inattendu. Les 
musiciens emploient tantôt l'une, tantôt l'autre de ces deux gammes, 
suivant les cas. Ils ne s'en doutaient guère, et ils jetèrent les hauts cris 
quand on les en avertit; mais le fait n'en est pas moins hors de doute. 
J'ai dit plus haut comment Cornu s'était servi des franges d'interfé- 
rences pour étudier la déformation du verre et d'autres substances 
élastiques sous l'influence de la flexion ou de la torsion. Son but était 
de mesurer le nombre de Poisson, c'est-k-dire le rapport des deux 

/. E. p., 2« 8. (C. n* iO). i8 
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coefficients d'élasticité. Le nombre trouvé par Cornu s'écarte un peu 
de la valeur théorique : est-ce parce que la théorie est inexacte; est-ce 
parce que l'expérience s'écarte trop des conditions théoriques, puisque 
l'épaisseur de la lame, que l'on suppose infiniment petite pour simplifier 
les calculs, doit nécessairement être finie dans la pratique? Cornu 
inclinait vers cette seconde hypothèse, mais la question n'a jamais été 
entièrement tirée au clair. 

M. Cornu a repris la célèbre expérience de Cavendish pour la mesure 
de la densité moyenne du globe terrestre. Il a notablement perfectionné 
les méthodes, il a éliminé de nombreuses causes d'erreurs et il a obtenu 
un nombre beaucoup plus précis que ceux qu'on possédait avant lui. 

Ceux qui, après lui, ont voulu étudier cette difficile question ont lar- 
gement profité de ses conseils ; avertis par son exemple des pièges qui 
leur étaient tendus et des moyens de les éviter, ils ont introduit dans 
ses méthodes de nombreux perfectionnements, mais leur chiffre ne 
présente pas plus de certitude. On ne se doute pas assez, non seule- 
ment dans le public, mais dans le monde savant, de toute la peine que 
coûte une décimale. 

Tous les arts qui veulent de la précision l'intéressaient, et tous les 
ans il allait à Nice examiner l'horloge astronomique, qu'il y avait 
installée d'après des principes tout nouveaux; il y apportait des per- 
fectionnements incessants et il approchait chaque jour de la perfection 
absolue. 

Je ne sais si les horlogers voyaient son œuvre d'un très bon œil; le 
mécanisme dont il se servait était grossier et il se contentait des 
rouages d'une horloge à bon marché. Il comptait uniquement, pour 
Assurer la régularité de la marche, sur la masse imposante de son pen- 
dule, qui poursuivait ses oscillations régulières, sans se laisser troubler 
par les caprices du mécanisme minuscule qu'on y avait attelé. 

Ce qui doit rassurer les horlogers pour l'avenir de leur industrie, 
c'est qu'un pareil système est encombrant et ne convient qu'aux obser- 
vatoires . 
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Dans le même ordre d'idées, il s'est occupé longtemps de la synchro- 
nisation électrique des horloges. Le problème semble facile; mais, en 
réalité, il exige bien des connaissances diverses; la preuve, c'est que les 
nombreux principes introduits par M. Cornu, et qui apportaient une 
solution complète et définitive, ne furent pas compris du premier coup. 

Les derniers Annuaires du Bureau des Longitudes contiennent une 
série d'études consacrées par M. Cornu aux machines dynamo- 
électriques, tant à courant continu qu'à courant alternatif ou triphasé; 
ces Notices, destinées au grand public, mais qui contiennent une foule 
d'aperçus intéressants pour les savants eux-mêmes, seront prochai- 
nement réunies en volumes. 

Il est peu de domaines en Physique où il n'ait reculé les bornes de 
la précision, où il ne nous ait laissé quelque petit modèle d'une perfec- 
tion achevée. 

Mais l'Optique l'a toujours attiré; il y revenait sans cesse, même 
quand cette science était délaissée parla mode. Les instruments d'op- 
tique, la diffraction, le spectre solaire, la vitesse de la lumière surtout 
rappelaient constamment son attention. C'est en mesurant cette vitesse 
qu'il avait débuté; il y pensait encore dans ses derniers jours. Il avait 
conçu des projets grandioses dont la réalisation était commencée : il 
voulait faire voyager le rayon dont il devait mesurer la vitesse entre la 
Corse et le mont Mounier, où est la succursale de l'Observatoire de 
Nice. 

Comme il aimait cet Observatoire, où il allait tous les ans et où ses 
conseils étaient hautement appréciés! Et comment ne pas évoquer le 
souvenir de ce voyage, où nous l'avons vu, au sommet de ce mont Mou- 
nier, regardant la mer au-dessus de laquelle il voulait faire passer la 
lumière .^ Avec quelle confiance il parlait de son rêve, et qui de nous eût 
pu croire alors qu'il n'en verrait pas l'accomplissement.»^ 

C'est que, quand il croyait au succès, on pouvait le regarder comme 
assuré. Sa critique était sûre, et il se défiait de l'enthousiasme. Il savait 
de quelles embûches l'expérimentateur est environné et à quel prix la 



|54 H. POINCARE. 

précision ou la certitude scientifique peuvent s'acquérir. Nul ne savait 
mieux que lui prévoir tous les pièges, et en lui donnant la main on était 
certain de les éviter. Il n'est pas un physicien à qui ses conseils n'aient 
épargné quelque mécompte. 

Aussi n'était-il pas dupe de ces modes passagères qui entraînent les 
foules scientifiques aussi facilement que les foules vulgaires. Toujours 
il attendait la preuve avant de croire. 

Il aimait les débutants et il cherchait à les encourager; mais, en 
même temps, il les prémunissait contre les écueils, sur lesquels leur 
ardeur juvénile aurait pu les entraîner. Ceux qui avaient accepté sa dis- 
cipline ne tardaient pas à en reconnaître la sagesse. 

On s'explique ainsi l'influence qu'il exerçait sur tous, sur ses élèves, 
sur ses amis, sur les savants, sur les praticiens. La droiture de son 
caractère, la simplicité de sa vie, la sûreté de ses amitiés augmentaient 
encore son autorité. Tous croyaient qu'il en jouirait longtemps encore. 
Aussi quelle stupeur, quel deuil universel, quand on apprit qu'il n'était 
plus. 

Quand la mort nous enlève un homme dont la tâche est terminée, 
c'est seulement l'ami, le maître ou le conseiller que nous pleurons; 
mais nous savons que son œuvre est accomplie et, à défaut de ses con- 
seils, ses exemples nous restent. Combien elle nous semble plus impi- 
toyable quand c'est un savant encore tout rempli de vigueur physique, 
de force morale, de jeunesse d'esprit, d'activité féconde, qui soudain 
disparaît; alors nos regrets sont sans bornes, car ce que nous perdons, 
c'est l'inconnu, qui par essence est sans limites; ce sont les espoirs 
infinis, les découvertes de demain, que celles d'hier semblaient nous 
promettre. 

De là cette émotion qui s'est emparée du monde savant tout entier, 
quand cette nouvelle si imprévue, si foudroyante est venue le frapper. 

Tous les corps dont il faisait partie étaient atteints cruellement. 
Partout il avait donné de précieux conseils et l'on en sentait mieux le 
prix à l'heure où l'on allait en être privé. Que ne pouvait-on encore 
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attendre de lui? Il était frappé en pleine activité ! Que de travaux inter- 
rompus il laissait derrière lui ? Pourquoi sont-ce les meilleurs, ceux 
que la mort fauche ainsi sans attendre ? 

Son Œuvre, quoique inachevée, reste grande et, bien qu'une si 
rapide esquisse ne permette guère d'en mesurer l'importance, j'espère 
avoir donné une idée du caractère si original de son talent. 
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4 févr. 1878. — Physique. Sur les raies sombres du spectre et la constitution du 

Soleil (t. LXXXVI, p. 3i5). 

25 févr. 1878. — Physique. Sur quelques conséquences de la constitution du spectre 

solaire (t. LXXXVI, p. 53o). 

4 mars 1878. — Physique. Etude de la résistance de l'air dans la balance de torsiou 

(en collaboration avec M. Baille) (t. LXXXVI, p. 671). 

11 mars 1878. — Optique. Sur la polarisation elliptique par réflexion à la surface des 

corps transparents (t. LXXXVI, p. 649)* 

18 mars 1878. — Physique. Sur la mesure de la densité moyenne de la Terre (en 

collaboration avec M. Baille) (t. LXXXVI, p. 699). 

15 avril 1878. — M. Cornu adresse deux planches relatives À la description du spectre 

solaire ultra-violet (t. LXXXVI, p. 983). 

22 avril 1878. — Physique. Influence des termes proportionnels au carré des écarts 

dans le mouvement oscillatoire de la balance de torsion (en colla- 
boration avec M. Baille) (t. LXXXVI, p. looi). 

6 mai 1878. — Physique mathématique. Sur Textension à la propagation de Télec- 

tricité des formules de Fourier relatives à la diffusion de la cha- 
leur (t. LXXXVI, p. 1 120). 

2 juin 1879. — /^A^sig^wc. Sur la limite ultra-violetlc du spectre solaire (1. LXXXVIII, 

p. I lOl). 

23 juin 1879. — Optique. Sur Fabsorption par Tatmosphère des radiations ultra- 
violettes (t. LXXXVIII, p. 1285). 

17 nov. 1879. — Physique, Observation sur la limite ultra-violette du spectre solaire 

à diverses altitudes (t. LXXXIX, p. 808). 
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26 avril 1880. — Physique. Sur la loi de répartition suivant raltitiide de la substance 

absorbant dans Tatmosphère des radiations solaires uUra-violetles 
(t. XC, p. 94o)' 

27 déc. 1880. — Physique, Sur la vitesse de la propagation de la lumière (t. XCI, 

p. 1019). 

lOjanv. 1881. — Physique, Sur les conditions relatives à l'expression théorique de la 

vitesse de la lumière (t. XCII, p. 53). 

13 juin 1881. — Physique, Sur une loi simple relative à la double réfraction circu- 
laire naturelle ou magnétique (t. XCII, p. i365). 

11 juin. 1881. — Observations à l'occasion de la Communication de M. Croullebois sur 

la réalité d^une équivalence cinématique en Optique ondulatoire 
(t. XCIII, p. 55). 

21 nov. 1881. — Optique, Sur la condition d'achromatisme dans les sphères d'interfé- 

rence (t. XCIII, p. 809). 

lOjuill. 1882. — Observation à propos d'une Communication sur les conditions 

d'achromatisme dans les phénomènes d'interférence (t. XCV, p. 77). 

6 nov. 1882. — Optique, Sur l'observation comparative des raies tclluriques et mé- 
talliques, comme mojen d'évaluer les pouvoirs absorbants de 
l'atmosphère (t. XCV, p. Soi). 

\ déc. 1882. — Astronomie, Résumé des mesures efTectuées daguerriennes du pas- 
sage de Vénus en 1874 obtenues par la Commission française 
(Cornu et Fizeau) (t. XCV, p. 1082). 

9 avril 1883. — Électricité, Rapport sur les machines électrodjnamiques appliquées 

à la transmission du travail mécanique de M. Marcel Deprex 
(t. XCVI, p. 992). 

4 juin 1883. — Astronomie, Sur la possibilité d'accrottre dans une grande pro- 
portion la précision des observations des éclipses des satellites de 
Jupiter (t. XCVI, p. 1609). 

25 juin 1883. — Astronomie, Etudes expérimentales relatives à l'observation photo- 
métrique des éclipses des satellites de Jupiter (t. XCVI, p. i8i5)« 

31 déc. 1883. — Météorologie, Sur un arc-en-ciel blanc, observé le 28 novembre i883 

(t. XCVll, p. i53o). 

28janv. 1884. — Physique, Étude spectrale du groupe des raies telluriques nommé a 

par Angstrom (t. XCVIII, p. 169). 

22 sept. 1884. — Météorologie. Observations relatives à la couronne visible actuel- 

lement autour du Soleil (t. XCIX, p. 4B8). 
J. E. F,, 2* s. (G. n» 10). 19 
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27 oct. 1884. — Observation à l'occasion d'une lettre de Duccaux à Cornu sur les 

phénomènes qui accompagnent la couronne solaire (t. XCIX, 

P-7>7)- 
15 déc. 1884. — Physique mathématique. Sur la forme de la surface de l'onde 

lumineuse dans un milieu isotrope placé dans un champ magné- 
tique uniforme; existence probable d'une double réfraction parti- 
culière dans une direction normale aux lignes de force (t. XCIX, 
p. \o/\^). 

11 mai 1885. — Spectroscopie. Sur les raies spectrales spontanément renversables et 

l'analogie de leurs lois de répartition et d'intensité avec celles des 
raies de l'hydrogène (t. C, p. i i8i). 

25 mai 1885. — Météorologie optique» Sur un halo elliptique circonscrit au halo 

de 2a", observé le ly mai i885 (t. C, p. i324). 

22 févr. 1886. — Optique. Vérification expérimentale de la loi de Verdet dans les 

directions voisines des normales aux lignes de force magnétiques 
(en collaboratiou avec M. Potier) (t. Cil, p. 385). 

31 mai 1886. — Optique. Sur des expériences récentes faites par MM. Albert-Â. 

Michelson et Ed.-W. Morley pour reconnaître l'influence du 
milieu sur la vitesse de la lumière (t. Cil, p. 1^07). 

31 mai 1886. — Météorologie. Sur un arc tangent au halo de 46'' observé le 
1^ 3o mai 188G (t. Cil, p. 1210). 

20 déc. 1886. — Optique. Sur quelques dispositifs permettant de réaliser, sans pola- 
riser la lumière, des photomètres biréfringents (t. CIII, p. 1227). 

31 mai 1887. -^ Physique. Sur la condition de stabilité du mouvement d'un système 

oscillant soumis à une liaison synchronique pendulaire (t. CIV, 
p. i463). 

i3 juin 1887. — Physique. Sur la synchronisation d'une oscillation faiblement 

amortie, indicatrice de synchronisation représentant le régime 
variable (t. CIV, p. i656). 

14 nov. 1887. — Optique météorologique. Sur un arc tangent au halo de 22" observé 

le 8 novembre 1887 (t. CV, p. 910). 

5 déc. 1887. — Chronométrie. Sur la synchronisation des horloges de précision et 

la distribution de Theure (t. CV, p. 1 106). 

19 déc. 1887. — Chronométrie. Réponse à une Note de M. Wolf, intitulée : a Corn- 

- paraison des divers systèmes de synchronisation des horloges 

astronomiques » (t. CV, p. 1209). 
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'. 1888. — Cfironométiie. Sur une oLjeclion laiie ù l'emploi d'amoriisseiirs 
électromagnétiques dans les appareils des^nclironomélrie (l, CVI, 
,,. -Ai). 

■. 1888. — Chionométrie. Sur le réglage du courant électrique, donnant à l'os- 
cillalion une amplitude détcrminét; (l. CVI, p. 96). 

f. 1888. — Chronométrie. Kemarquea sur la dernière Noie de M. Wolf (t. CVI, 
p. ,iy,). 

\ 1888. — Chronométrie. Sur le réglage de r.iniorlissemenlet de la phase d'une 
oscillation synchronisée réduisant au minimum l'influence des 
actions perturbatrices (réglage apériodique) (t. CVI, p. i'jo<)). 

. 1888. — Astronomie. Sur l'emploi du collimateur ù réflexion deFiieau comme 
mire lointaine (t. CVII, p. 70S). 

■. 1889. — Remarques sur les étoiles lilantes à l'occasion d'une Note de M. Mi- 
narj(t. CVIII, p. ^io). 

s 1889. — Optique. Sur la reprodnclinn orlificielle des halos et des cercles- 
parhéliques(l. CVI-II, p. iaç,). 

i 1889. — Optique. Sur la polarisation elliptique par rcilexion vitreuse cl mé- 
tallique. Extension des méthodes d'observation aux radiations 
ultra-violettes. Continuité existant entre ces deux genres de phé- 
nomènes (t. CVIII, p. i)!;)- 

I 1889. — Optique. Résultats numériques obtenus dans l'étude de la réflexion 
vitreuse et métallique des radiations visibles et ultra-violellçs 
(t. CVIII, p. i%\\). 

. IH90. — A l'occasion d'une Note de MM. Sarasin et I.. de la Rive sur la réso- 
nance des ondulations électriques de M. Hertt (t. C\, p. -•>). 

s 1890. — Physique du Globe. Sur les phénomènes optiques qui oui été 
visibles autour du Soleil, le 3 mars 1890 (l. CX, p. iy"). 

s 1890. — Optique. Sur le halo des lames épaisses, ou halo photographique et 
les moyens de le Taire disparaître (t. C\, p. 55). 

. 189(>, — Speciroscopie. Sur la limite ultra-violette du spectre solaire d'après 
les clichés obtenus par M. O. Simony au sommet du pic de Téné- 
riire(l. CX.I, p.941). 

. 1891. — Optique. Sur une expérience récente, déterminant la direction de lu 
vibration dans la lumière polarisée (t. CXII, p. i8(i). 

■. 1891. — Physique mathématique. Sur les objeelioas faites à l'interpiùiaLioii- 
des expériences de M. Wiener (t. CXII, p. Mift). 
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19 mai 1891. — Météorologie optique. Sur un double halo avec parhélies, observé 

le i5 mars 1891 (t. CXII, p. 1108). 

S5janv. 1892. — Observations sur un halo autour de la Lune (l. CXIV, p. ipS). 

— Rapport sur le prix Gay. 

4 avril 1893. — Optique, Remarque sur la Note de M. P. Joubin relative à la mesure 

des grandes diiïérences de marche en lumière blanche (t. CXVI, 

p. 711). 

9 mai 1893. — Optique. Études sur les réseaux diflfringents. Anomalies rocale& 

(t. CXVI, p. iai5). 

19 juin 1893. — Optique. Sur diverses méthodes relatives à Tobservation des pro- 
priétés appelées anomalies focales des réseaux diOriogeDls 
(t. CXVI, p. i42i). 

3 juin. 1893. — Observations à Toccasiou d\ine Note sur Tauloconduction (t, CXYII, 

p. 3;). 

24juill. 1893, — A propos d'une Note de M. Meslin, nouvelles franges d'interféreDce 

(t. ax VII, p. 228). 

26 déc. 1893. — Optique. Vérifications numériques relatives aux propriétés focales 

des réseaux diflringents plans (t. CXVII, p. loSs). 

2 févr. 1894. — Physique. Sur un théorème reliant la théorie de la synchronisation 

et celle des résonances (t. CXVIII, p. 3i3). 

il févr. 1895. — Rapport sur un travail de M. Hardy (t. CXX, p. 3oo). 

13 mai 1895. — A Poccasion d^une Ck>mmuuication de M. Hartmann (t. CXX, 

p. 1027). 

5 août 1895. — Acoustique. Etude expérimentale des vibrations transversales des 

cordes (t. CXXI, p. 281). • 

22 juin 1896. — optique géométrique. Sur la caustique d'un arc de courbe réflé- 
chissant les rayons émis par un point lumineux (t. CXXlI,p. i4o3). 

18 oet. 1897. — Physique. Sur Inobservation et Tinterprétatiou cinématique des phé* 

nomènes découverts par le D*" Zeemann(t. CXXV, p. 555). 

17 jaov. 1898. — Optique, Sur quelques résultats nouveaux relatifs au phénomène 

découvert par M. le D*^ Zeemann \\,. CXXVI, p. 181). 

lî-ijanv. 1898. — Optique. Addition à la Note pi-écédente ^t. GXXVI, p. 3oo). 

âl Diars IH98. — Remarque à l'occasion d'une Note de M. Ch. Férv (t. GXXVI, 

p. î^2}. 

12 déc. 1898. — Présentation de V Annuaire du Bureau îles Longituiies pour 1890 

et de la Connaissance des Temps pour U)00 {l. CXWll, p. 996). 
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96 févr. 1900. — Optique. Sur la loi de rotalion diurne du champ optique fourni par 

le sidérostal el Théliostat (t. CXXX, p. 537). 

14 mai 1900. — Astronomie, Sur un appareil zénilho-nadiral destiné à la mesure des 

distances zénithales d'étoiles voisines du zénith (t. CXXX^ 
p. 1285). 

S6 nov. 1900. — Physique, Action du champ magnétique terrestre sur la marche d*un 

chronomètre aimanté (t. CXXXI, p. 869). 

29 avril 1901. — Astronomie. Sur la compensation mécanique de la rotation du champ 

optique fourni par le sidérostatet Théiiostat (t. CXXXII, p. ioi3). 

ISjuill. 1901. — Optique. Détermination des trois paramètres optiques pripcipaul 

d'un cristal en grandeur et en direction par le réfractomètre 

(t. CXXXIII, p. laS). 

• ». 

16 sept. 1901. T— Optique. Démonstration et usages des formules, relatives au réfrac- 
tomètre (t. CXXXIII, p. 463). 

• < 

2. Disconrs et Éloges fanèbres insérés dans les Comptes rendus de TAcadémie des Sciences. 

4 sept. 1880. — Discours prononcé à l'inauguration de la statue de Biaise Pascal a 

Clermon t-Ferrand . 

8 oct. 1888. — Discours prononcé à l'inauguration de la statue d'Ampère à Lyon. 
27 mai 1890. — Notice sur les travaux de M. Louis Soret. 

11 juin 1893. — Discours prononcé à l'inauguration de la statue de François Arago 

à Paris. 

30 sept. 1895. — Discours présidentiel à l'occasion de la mort de M. Pasteur. 
SS sept. 1896. — Discours prononcé aui( funérailles de M. Hippolyte Fizeau. 

26 oct. 1896. — Discours présidentiel à l'occatsion de la mort de M. Félix Tisserand. 

21 déc. 1896. — Discours présidentiel à la Séance publique annuelle de l'Académie 

des Sciences. 

12 juin 1899. — Sur le Jubilé de Sir G. Stokes et le centenaire de l'Institution Rovale. 

9 avril 1900. — Discours prononcé aux funérailles de M. Joseph Bertrand. 

3. Académie des Sciences. — Recueil de Mémoires. 
Rapports et documents relatifs à Tobsenration dn passage de Vénns sur le Soleil. 

1867. — Observations diverses insérées aux procès-verbaux des Séances 
(t. 1, 1" Partie). 
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25janv. 1873. — Noie sar la IraDsfonnaUoii de l'achromalisme opiiqae des objeclifs 

en achromatisme photographique ( t. I, 2' Partie, p. 260 à ftôg). 

22 févr. 1873. — Note sur l'approximation en valear absolue des pointes sor les 

épreuves daguerriennes du disque solaire, obtenues avec la Innette 
photographique (t. 1, 2* Partie, p. 299 à 3o2). 

22 févr. 1873. — Description de la méthode permettant Tachromatisme photogra- 
phique des objectifs achroroatisés pour la vision directe. 

Description succincte d*nne opération fournissant des épreuves 
daguerriennes du disque solaire (t. 1, 2* Partie, p. 3o3 à 3i3). 

22 févr. 1873. — Rapport sur la photographie par images directes (en collaboralioD 

a%'ec M. Fizeau) (t. 1, 2* Partie, p. 3i5 à 32i). 

21 juin 1873. — Examen micrométrique d'une épreuve daguerrienne obtenue au fojer 

d^nn objectif astronomique, achromatisé chimiquement par Técar- 
tement des verres (t. 1, 2* Partie, p. 4o3 à 4>^^)- 

21 juin 1873. — Méthode d*observation pour le passage de Vénus et pour les éclipses 

du Soleil (t. I. 2* Partie, p. 4>^ à 4^7)- 

21 juin 1873. — Résoltats numériques relatifs à robservation photographique de 

Téclipse partielle du Soleil du 26 mai 1873 (t. 1, 2* Partie, p. 4^9 

i44«)- 

16 déc. 1873. — Étude de la dispersion des verres emplovés à la confection des ob* 

jectifs des lunettes photographiques de la Commission (t. I, 
2» Partie, p. 443 à 446). 

16 déc. 1873. — Théorie élémentaire de la méthode d'achromatisme des objectifs par 

écartement des verres (t. I, 3* Partie, p. 4Î7 à ibi). 

^ 1887. — Légende explicative de la planche relative à la lunette photogra- 
phique destinée à Tobservation du passage de Vénus (t. 1, supplé- 
ment à la 1* Partie; p. 109 à 1 13 et i planche). 

1883. — Mesure des épreuves photographiques : 

Fascicule A t en collaboration avec M. Fizeau), comprenant le 
Résumé des études de la Sou s -Commission chargée de la mesure 
des épreuves et les documents qui s*t rattachent (t. III, 3* Psartie; 
120 pages et 2 planches). 

Fascicule B. comprenant le Résumé des études et des mesures 
exécutées a\ec U machine n^ 1 \^l. 111. 3* Partie: iiu pages). 

Fascicule F -p. 04 à 1 10 ». 

Conclusions. 
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A. Journal de l'École Polytechnique. 

1874. — Détermination nouvelle de la vitesse de la lumière (t. XXVII, XLIV* Cahier, 
p. i33 à i8i et I planche). 

1883. —r Sur les raies telluriques qu'on observe dans le spectre solaire au voisinage 
des raies D (LIII^ Cahier^ p. 176 à 2i3 et i planche). 

1890. — Étude de l'absorption atmosphérique des radiations visibles par l'observation 
spectrale des faisceaux électriques de la Tour Eiffel (2* série, VIP Cahier, 
8 pages et 2 planches). 

5. Annales de l'École Normale snpérienre. 

1867. — De la réfraction à travers un prisme suivant une loi quelconque (i" et 2* Par- 
ties; 2^ série, t. I, p. 281 à 272; 3^ partie, t. III, p. i à 46 et 1 planche). 

1881. — Sur le spectre normal du Soleil, portion ultra-violette (i'* Partie, a* série, 
t. III, p. 4^1 à 44o 6t I planche; 2* Partie, 2* série, t. IX, p. 1 à 88 et 
2 planches). 

« 

6. Annales de l'Obsenratoire de Paris. 

1876. — Détermination de la vitesse de la lumière, d'après des expériences exécutées 
en 1874 entre l'Observatoire et Monthlérj (Mémoires, t. XIII, 3i6 pages 
et 7 planches). 

7. Annales de l'Observatoire de Nice. 

1899. — Synchronisation des pendules (système de M. A. Cornu), par M. A. Prim 
(l. 1, p. 3oi à 3i3). 

8. Bnlletin astronomique. 

1884. — Notice sur les raies telluriques du spectre solaire et, en particulier, sur le 

groupe A (t. I, p. 74 à 84). 

1885. — Sur certains phénomènes d'optique météorologique apparus depuis la fin de 

l'année i883 (t. II, p. 201 à 212). 

1887. — Sur quelques dispositifs permettant de réaliser, sans polariser la lumière, des 
photomètres biréfringents (t. IV, p. 88 à 94)- 

1900^ — Sur la loi de rotation diurne du champ optique fournie par le sidérostat et 
l'héliostat (t. XVII, févr. 1900, p. 49 à 63). 
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1901. — Sur un appareil zénitho-nadiral desliné à la mesure des distances zénithales 
d'étoiles voisines du zénith (t. XVIII, ocl. 1901, p. 872 à SSg). 

9. Annuaire du Borean des Longitudes. 

1886. — Détermination des trois indices principaux de réfraction du soufre cristallisé. 

1891. — Sur la méthode Doppler-Fizeau permettant la détermination par l'analjse 

spectrale de la vitesse des astres dans la direction du rayon visuel. 

1892. — Sur la mire lointaine de l'Observatoire de Nice. 

1892. — Notice sur la corrélation des phénomènes d'électricité statique et dynamique 
et la défmition des unités électriques. 

1896. — Les forces à distance et les ondulations. 

1896. — ^ Les travaux, de Fresnel en optique. 

1898. ^- Notice sur l'œuvre scientifique de H. Fizcau. 

1899. — ' Unités électriques usitées dans les applications de l'électricité. 

1900. — Les machines génératrices de courants électriques. 

1901. — Le transport électrique de la force. 

1902. — Les courants polyphasés. 

10. Journal de Physique théorique et appliquée. 

1872. — Sur les mesures électrostatiques (i*"* Partie, t. I, p. 7 à a5 ; 2* Partie, t. 1, 

p. 87 à 98; 3* Partie, t. I, p. 241 à 246). 

1873. — Relations entre les coefficients thermiques et thermo-élastiques des corps 

(t. II, p. 4i à 5o). 

1873. — Sur la détermination de la vitesse de la lumière par la méthode de la roue 

dentée (séance du i4 mars i8-3; t. II, p. 172 à 177). 

1874. -T- M^hode nouvelle pour la discussion des problèmes de diffraction dans le cas 

d'une onde cylindrique (t. III, p. 5 à 1 5 et p. 44 à 52). 

1874. — Sur la transformation de l'achromatisme optique des objectifs en acbroma* 

lisnie chimique (Note présentée au Congrès de L^on de l'Association fran- 
çaise pour l'avancement des Sciences, 22 août 1878^ t. III, p. 108 à ii4)» 

1875. — Sur le levier à réflexion (t. IV, p. 7 à i4). 

1873. — Détermination de la vitesse de la lumière et de la parallaxe du Soleil (l. IV, 

p. io4 à III ). 



1878, 
1879 



1880. 
1880 



1882. 
1882. 



1883, 
1883. 



1884 
188i, 
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— U^terminalion expérimentale de^ t-li^menls princi|jaiix d'un syslhne optique 

(l. VI, p. i-a à aS:. et p. 3u8 à lU'r,). 

— Itlutle du speclre salaire iiltra-violel (l. V)I, p. '-(X5 à iy!>). 

— S[)eclroscope destiné à l'oliservalion dfs radiations uIlra-violeLles (I. VIII, 

p. i85 à ig'i). 

— Sur l'absorplion atmosphérique des radiations iillra-violeltes (l. \, p. 5 è 17). 

— Études pholotnétriques 1 1. X, p. 189 à tgS). 

— Détermination des longueurs d'onde des radiations ti^s réfrangibles du ma- 

gnésium, du cadmium, dti zinc el de l'iiliiminium (t. X, p. 4^5 à 4^i). 

— Sur une loi simple relative â la double réfraclion circulaire naturelle ou ma- 

gnél\i:\»e {Comptes rendus, 1. XLII) (a" série, t. I, p. iS^ à 161). 

— Sur la condition d'achromatisme dans les phénomènes d'interférence (a'sérÎA, 

t. I, p. 2.)3à3o,î). 
- — Sur un spectroscope à grande dispersion (a' série, t, II, p. .'»3 à 5^). 

— Sur l'observation comparative des raies telluriqiies et métalliques, comme 

mo}'en d'évaluer les pouvoirs absorbants de l'atmosphère (a* série, t. II, 
p. 58 à 63). 

— Étude spectrale du groupe de raies lelluriques nomuit' a par Angslriim (a* id- 

rie, t. III, p. loy â'i 17). 

— Rapport sur les machines électro-dynamiques appliquées à la transmission du 

travail mécanique de M. Marcel Deprcz {2' série, t. III, p. ai^ â 338 el 
p. 5,1 àSi^,, 
~ Observations relatives à ta couronne visible acluetlemenl autour du Soleil 
(2' série, t. IV, p. 53 à ày). 

— Sur la forme de la surface de l'unde lumineuse dans un milieu isotrope placé 

dans lin champ magnétique uniforme; existence probable d'une double 
réfraction particulière dans une direction normale aux lignes de forée 
(j* série, t. iV, p. 347 h a5.^). 

— Sur les raies spectrales spontanément renversables et l'analogie de leurs lois 

de répartition el d'intenailé avec celles des raies de l'hjdrogène (a* série, 
l. V, p. 33 à luo). 

— Sur la construction des tubes à hydrogène (a" série, t. V, p. 100 à io3). 

— Vérification de la loi de Verdet (en collaboration avec M. Potier) (2' série, 

t. V, p. 197 a ao3). 

— Sur le spectre ultra-violet de l'hydrogène {-2' série, t. V, p. 34i à 354). 
J. E. P., î' s. (C. n' lUj. ■«! 
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1887. — Sur la condition de stabilité du mouvement d'un système oscillant soumis à 
une liaison sjnchronique pendulaire (2* série, t. VI, p. 44^^ 4^2)* 

1887. — Sur la synchronisation d'une oscillation faiblement amortie. Indicatrice de 

synchronisation représentant le régime variable (a* série, t. VI, p. 45a 

à 464). 

1888. — Sur la synchronisation des horloges de précision et la distribution de l'heure 

(a* série, t. VII, p. 281 à 289). 

1889. — Sur le réglage des divers éléments du dispositif synchronisateur des horloges 

de précision (2® série, t. VIII, p. 101 à 1 16). 

1890. — Sur le halo des lames épaisses, ou halo photographique, et les moyens de le 

faire disparaître (2'' série, t. IX, p. 270 à 277). 

1893. — Études sur les réseaux diflringents; anomalies focales (3* série, t.. II, p. 385 
à SgS). 

1893. — Sur diverses méthodes relatives à l'observation des propriétés appelées ano- 
malies focales des réseaux difiringents (3* série, t. II, p. 44' à 449)- 

1896. — Étude expérimentale des vibrations transversales des cordes (3* série, t. V, 

p. 5 à 1 1). 

1897. — Sur l'observation et l'interprétation cinématique des phénomènes découverts 

par le D' Zeeman (S** série, t. VI, p. 678 à 678). 

1898. — Sur la propriété focale des réseaux (3' série, t. VII, p. 83). 

1901. — Construction géométrique de deux images d'un point lumineux produit par 
réfraction oblique sur une surface sphérique (3* série, t. X, p. 607 à 61 1). 



M * 



il. Rapports présentés an Congrès international de Physique en 1900. 
1900. — Sur la vitesse de la lumière (t. 11^ p. 220 à 247). 

12. Annales des Mines. 

■ ■> 

1865. — Extraits de minéralogie pour les années 1860 à i863 (en collaboration avec 

Daubrée) (6® série, t. X, p. 219 a 268). 

1866. •— Extraits de minéralogie pour les années 1864, i865, 1866 (6' série, t. XIl, 

p. 4^5 à 459). 

1867. — Extraits de minéralogie pour Tannée 1867 (6' série, t. XIV, p. 3oo à 3 16). 
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13. Bulletin de la Société de Minéralogie. 

1878. — Sur la cause possible d^une erreur dans les mesures goniométriques (t. I, 

i3 juin 1878, p. 35). 

1879. — Sur les phénomènes des houppes sombres (t. II, i3 mars 1879, p. 70). 

1883. — Sur l'emploi des condensateurs (t. VI, mai i883, p. i35). 

1884. — Sur certaines apparences que présentent les surfaces artificiellement polies 

taillées dans le quartz parallèlement à Taxe (t. VIII, i4 févr. 1884, p. 56). 

1902. — Détermination des trois paramètres optiques principaux d'un cristal en gran- 
deur et en direction, par le réfractomètre {Bulletin de janv. 190^9 
23 pages). 

14. iinnales de Chimie et de Physique. 

1867. — Traduction d'un Mémoire de M. Fleeming Jenkin sur Tunité dg résistance de 
l'Association britannique (4* série, t. X, p. 92). 

1867. — Recherches sur la réflexion cristalline (Thèse de doctorat) (4* série, t. XI, 
p. 283 à 389 et 2 planches). 

1883. — Reproduction du Rapport sur les machines électrodynamiques de Marcel 
Deprez, inséré dans les Comptes rendus {^^ série, t. XXX, p. 214 à 238). 

18. .. — Études des bandes telluriques a, aB, a A du spectre solaire (6* série, t. VII, 
p. 5 à 102). 

15. Bulletin de la Société chimique. 

1863. — Note sur une cristallisation d'oxyde de zinc hydraté, obtenue par la méthode 
électrochimique de M. Becquerel (p. 64). 

1867. — A la séance du \ janvier 1867, A. Cornu expose ses recherches sur la con- 
traction des mélanges d'acide sulfuriqueet d'eau {Bulletin, 2* série, t. VII, 
p. 3). 

1867. — Nouvel instrument pour la mesure des pouvoirs rolatoires de M. Jelett 
(Exlrait par A. Cornu) {Bulletin, 2* série, t. VII, p. 4 et 5). 

1870. — A. Cornu présente un appareil destiné aux mesures des pouvoirs rotatoires 

{Bulletin, 1^ série, t. XIV, p. 98 et p. i4o à i^'i). 

1871. — A la séance du 4 août 1871, A. Cornu expose ses expériences sur les spectres 

des vapeurs métalliques {Bulletin, 2® série, t. XV, p. 5). 
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jg71. — Séance.du i5 déc. 18^1. — Remarques sur la viscosité comme caractère phy- 
sique pour définir l'individualité des composés (Bulletin, 2' série, t. XVI, 
p. 8;. 

1872. — .Séance du 3 février 1872. — Expériences sur la chaleur spécifique des li- 
quides (Bulletin, 2' série, l. XVII, p. 98). 

16. Bnllatin de la Sooiété inUmationale des ÉlecUiciMM. 

1891. — La synchronisation électromagnétique. Conférence faite devant la Société 
internationale des Électriciens, le 24 janvier 1894 (Bulletin d'avril 18949 
t. XI, n« 107, 64 pages). 

IflOI. — Méthode optique permettant de déterminer la loi de variation périodique de 
la vitesse d'un mobile en rotation (Bulletin de nov. 1901, 1 1 pages). 

1902. — Étude des variations de la vitesse angulaire du volant d'une machine à gaz 
Otto à Taldc de la méthode stroboscopique. Projection des clichés obtenus 
(Bulletin de jany. 1902, 7 pages). 

17. Éclairage électriqme. 

1800. — Les forces à distances et les ondulations (extrait de V Annuaire du Bureau 
des Longitudes, t. VI, p. 343 à 352). 

1897. — La décimalisation de l'heure et de la circonférence (t. XI, 22 mai 1897, 
p. 385 à 390). 

1897. — Sur l'observation et l'interprétation cinématique des phénomènes découverts 

par M. le D' Zeeman (t. XIII, 6 nov. 1897, p. 241 à 25o). 

1898. — Sur quelques résultats nouveaux, relatifs au phénomène découvert par M. le 

D*" Zeeman (t. XIV, 29 janv. 1898). 

18. Travaux et Mémoires du Bnretn international des Poids et Metnret. 

1803. «^ Détermination de l'étalon provisoire international. Rapport en collaboration 
avec M. René Benoît (t. X, 46 pages). 

1807. — Sur les obstacles qui s'opposent à l'adoption de l'heure comme unité de 
temps ((> pages). 

19. Congrès de Chronométrie à Paris. 

1900. — Action du champ magnétique terrestre sur la marche d'un chronomètre 
aimanté ( 5 pages in-4'', Gauthier- Villars). 

1900. — Sur rhorlogc À grand balancier de l'Observatoire de Nice (8 pages). 
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20. Comptes rendus de la X* Conférence générale de T Association géodésiqne 

internationale ( Il enf chàtel ) . 

1893. — Sur la nécessité d'introduire diverses précautions additionnelles dans les obser- 
vations astronomiques de haute précision (7 pages). 

21. Bulletin de la Société française de Photographie. 

Transformation de Tachromatisme optique des objectifs en achromatisme 
photographique (t. XX, p. 2o3). 

Description de la méthode permettant d'obtenir l'achromatisme photogra- 
phique des objectifs achromatisés pour la vision directe (t. XX, p. 225). 

22. Gonterratoire national des Arts et Métiers 

1892. — Conférence du 17 janvier 189a sur la photographie céleste (reproduite dans 
la Revue générale des Sciences pures et appliquées, 3o mai 1892). 

23. Revue photographique de Nadar. 
1800. — Halo el auréole photographiques (8 pages et i planche). 

24. RoTue générale des Sciences pures et appliquées. 

1892. — La photographie céleste. Conférence au Conservatoire des Arts el Métiers 
(3* année, n* 10, 3o mai 1892). 

1895. — Quelques mots de réponse à La déroute de ratomisme contemporain 

(6* année, n**23, i5 déc. 1890). 

1896. — L'École Polytechnique, le but de son enseignement, l'esprit qui doit inspirer 

ses programmes (7* année, n" 21, i5 nov. 1896). 

1899. — La théorie des ondes lumineuses^ son influence sur la Physique moderne. The 

Rede lecture : i*"" juin 1899 (16* année, n** 14, 3o juill. 1899) (^""^duit dans 
Physikalische Zeitschrift, t. I, n*** 34 et 35, 2 juin 1900, p. 877 à 384). 

1900. — Discours d'ouverture du Congrès international de Physique (i i* année, n® 15, 

i5 août 1900, p. 919). 

25. RoTue scientifique. 

1875. — Sur les propriétés focales des réseaux (18 sept. 1876, cf. Comptes rendus 
de l* Association française, Congrès de Nantes, y^. 286). 



172 H. POINCARÉ 



1890. — Le rôle de la Phy3ique dan$ les sciences (9 août 1890, cf. Comptes rendus 
de l^ Association française, Session de Limoges, t. XLVI, p. 161). 

1896. — Phénomènes physiques des hautes régions de Tatmosphère (conféieDce faile 
à la Royal Institution de la Grande-Bretagne (4* série, t. V, p. 200). 



26. Recueils 

1884. — Les notations chimiques dans renseignement de TÉcole Polytechnique (Note 
présentée aux membres du Conseil par MM. Corna et Lemoine, 8 pages, 
chez Gauthier-Villars). 

1890. — L'analyse spectrale en astronomie (conférence faite devant la Sociëlé indus- 
trielle du nord de la France, ao pages, Lille, chez Danel). 

1902. — Introduction à l'Ouvrage sur V Industrie française des instruments de pré- 
cision, publié par le Syndicat des constructeurs en instruments d'optique 
et de précision (12 pages). 

27. AsaoeUHoB française pour raTancement des Sciences. 

1872. — Sur la constitotion physique du Soleil (16 pages, Congrès de Bordeaux, 

9 sept. 1872). 

1873. — Sur la transformation de l'achromatisme optique des objectifs eo achroma- 

tisme chimique (p. 197 à 204? Congrès de Lyon, 22 août 1873). 

1874. — Sur le levier à réQexion (p. 262 à 268, Congrès de Lille, 26 aoAl 1874). 

1882. — I* Sur la proportion de lumière polarisée par réflexion sur les corps d'indices 
voisins de Funité; 2^ Sur un nouveau photopolarimètre (5 pages, Congrès 
de La Rochelle, 20 août 1882). 

1884. — Sur les coefficients d'absorption de Tatmosphère pour les rayons ultra-violets 
et rinfluence probable de Tozone sur la variation de ces coefficients 
(10 pages, Congrès de Blois, 6 et 8 sept. 1884). 

1889. — Les phénomènes optiques de l'atmosphère (12 pages, Congrès de Paris, 28 fé- 

vrier i889>. 

1890. — Sur le halo photographique ( 7 pages, Congrès de Limoges, 9 août 1890). 

1890. — Sur Tapplication du photopolarimètre à la uiéléorologie (4 P^g^^r Congrès de 
Limoges, 11 août 1890). 

1890. — Le rôle de la Physique dans les récents progi*ès des sciences (10 pages, Con- 
grès de Limoges \. 
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28. Bulletin àê It Société philomatique de Parii. 

1865. — Recherches géométriques sur la réflexion de la lumière polarisée [p. 33, 49? 
55; 4i 11 6t 12 mars i865 (extrait de YInslitut, journal universel des 
Sciences, n^* 1629, 1630 et 1632)]. 

1865. — Sur l'emploi des appareils d'interférence pour la mesure des diflérences de 
marche entre deux rajons (p. 64). 

1865. — Sur l'image d'une droite dans un miroir sphérique (p. 65). 

1865. — Sur quelques relations numériques entre les équivalents chimiques et cer- 

tains minéraux des filons, [p. 2o3, 23 déc. i865 (extrait de VInstitut, jour- 
nal universel des Sciences, n** 1671)]. 

1866. — Sur un nouveau système de projection de la sphère (p. 1 1 1). 

1867. — Modification de l'appareil d'Arago pour éliminer l'influence de la condensa- 

tion des gaz sur les parois (p. 2). 

1867. — De l'emploi des prismes de Nicol dans les mesures précises de polarisation 

(p. 5). 

29. NoaTelles annales de Mathématiques. 

1861. — Note sur les sections toriques (i*^* série, t. XX, p. loi à 108). 
1^3. — Caustiques. Centres de jonction (2" série, t. Il, p. i à 7). 

30. Annales télégraphiques. 

1900. — Unités électriques usitées dans les applications de l'électricité (Extrait de 
V Annuaire du Bureau des Longitudes). 

31. Annuaire de l'École Polytechnique. 

1894. — Sur la corrélation des phénomènes d'électricité statique et dynamique (extrait 
de Y Annuaire du Bureau des Longitudes). 

III. - RECUEILS ÉTRANGERS. 

32. The Astrophjrsical Journal. 

1897. — On the observation and kinematic interprétation ofthe phenomena discovered 

by D' Zeeman (Chicago, t. VI, n" 5). 

1898. — On certain new results relating to the phenomena discovered by D*^ Zeeman 

(Chicago, t. VII, p. 3). 
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1900. — On the law of dîurnal rotation of ihe optîcal (ield of the siderostat and he- 

liostat (t. XI^ juillet 1900, p. i48 à 162;. 

1901. — The almospheric absorption of ihe visible rajs, determined from spectroscopîc 

observation of the Eiffel tower electric lights in 1889 (t. XIII, mars 1901, 
p. 142 à 148^. 

33. Proceedingt of the Rojal Sodety. 
1879. — Sur la limite ultra-violette du specire solaire (p. 47 ^ ^^)' 

34. Rojal astronomical Society (Monihly notices). 

1892. — Researches of the mean density of the earth (numéro de juin et numéro sup- 
plémentaire). 

35. Astronomy and Aitro-physics. 

1894. — Étude des réseaux de diffraction. Anomalies focales, p. 207 (traduit du Jour^ 
nal de Physique, sept. iSgS). 

36. Nature. 

1899. — (27 juillet 1899.) The Ilede lecture. The Wawe Theory of Light, its influeDce 
on modem phjsic [reproduit dans le Smilhsonian report for, 1899 
(Washington, 1901)]. 

37. Royal institution of Great Rritain (Lectures). 

1875. — New déterminations of the velocity of Light (7 mai 1875, Summary, 5 pages). 

1895. — Phénomènes optiques des hautes régions de l'atmosphère (7 juin 1895, 

Il pages) [reproduit en anglais dans le Smithsonian report for 1896 
(Washington, 1898)]. 

3S. Momorie dalla Sooiata degli Spattroscopisti Italiani. 

1891. — Sur la limite ultra-violette du spectre solaire, d'après les clichés obtenus par 
M. le D** V. Simony au sommet du Pic de Ténériffe (t. XX, 5 pages). 

39. ArchiTes des Sciencss physitpies et natoralles de GanèTS. 

1809. — Détermination des longueurs d'onde des radiations très réfrangibles du ma- 
gnésium, du cadmium, du zinc et de Taluminium (8 pages). 
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40. Archives néerlandaises des Sciences exactes et natnrelles. 

1901. — Observation spectrale des franges d'interférence (i4 pages). 

1901. — Deux méthodes optiques pour l'étude de l'élasticité des corps solides 
(17 pages). 

41. Eders Jahrbnch fur Photographie. 

1901. — Uber die Anwendung des Magnésium Inductions Funkens zu photogra- 
phisclien Aufnahmen der Interferenz Erscheinungen. 

42. Annalen der Physik and Ghemie (Annales de Poggendorff). 

1863. — Kclationen zwisclien den Lagen der Polarisations-Ëbne des einfallenden, 
Reilekhrten und in isolropen Mitteln gebrochnen Strahles (t. CXVlll, 
p. 49^)- (Traduit des Comptes rendus du 2 janv. i863.) 

1863. — Théorème iiber die ReHexion au Kr^rstallen (t. CXXVI, p. ^66), (Traduit des 
Comptes rendus du 9 janv. i865). 

43. Repertorinm der Physik, heransgegeben von D' F. Eznner. 

188^1. — Uebcr die terreslrichen Liuien im Sonnenspectrum, speciell uber dit; 
Gruppe w a ». (Traduit des Comptes rendus du asifévr. 1884.) 

1884. — Beobachlung iiber den gegenwartigen sichtbaren Sonnenring. (Traduit des 
Comptes rendus du 22 sept. 1884.) 

1884. — Ueber die Form der Wellenflache des Lichtes in einem isotropen Médium 
unter dem Kinflusse eines homogenen magnetischen Feldes. (Traduit des 
Comptes rendus du i5 déc. 1884.) 

I880. — Ueber spontan Umkehrbau Speclrallinien und iiber die Analogie derselbcu 
in Bezug auf Verthcilung und Intensitat mit den Wasserstoffinien. (Traduit 
des Comptes rendus du 1 1 mai i885.) 

1886. — Notiz iiber die Anferligung von Wasscrstoffrohren. (Traduit du Journal de 
Physiq ue, janv. 1886.) 

1886. — Experimentelle Bestâtigung der Giltigkeit des Verdet'schen Geselzes in 

Richtungen nahezu normal auf die Kraftlinien. (Traduit des Comptes ren^ 

dus du 22 fév. 1886.) 
/. £. P., a'^s. (C. n' 10). n 
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18H6. — L eber das ailraviolelle Spectrum des W assers toOs. (Traduit da Journal de 
Physique, aoât 1886.1 

44. Ai lf a o Mi icha NacbriditeB. 

1886. — Sur les mélhodes pholométriqoes d'observation des salelliies de Japiter 
i n^ 27272731). 
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DÉPLACEMENTS A TRAJECTOIRES SPIIÉIUIJUES, 



Par m. Raoul UUIGAKI) ('). 



CHAPITRE I. 



INTRODUCTION. 



i. Le présent Mémoire a pouv objet la reclierclie et Tétude des /Ir/j///- 
cenœnts d'une fi figure de grandeur invariable dans Li*sfjaid.s tous les 
points de La figure déerivent des Lif^nes splicriffues, (Jé|;lae«mefit«> aux- 
quels je donnerai, pour abréger, le nom de I). S, 

Soit ^F' ) une figure invariable animée dun 1). S. Tou!> ieti poinif^ de 
cette fjgute restent, par définition, sur des sphères dont li^ centres 
forment une figure fixe (F). On peut relier par des tiges rigides les points 
correspondants de (F) et de (F^) : je dirai que ces deux figures sont 
liées. 



î : i 



I '•^: 



\J«.'ijjoire a étt iiouoré d'une partie du prii \'aJliaut dtc^aué pai 1 Acad«iiiji»; den 

ScjeIJce^ eu JUO4. qui avait mis au coucours la question deb déplacements à ti'aje';toif'eb 
bpliériqueb. 

y. /:. P., ?' f. «C. u' il I. j 
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2. Le problème consistant dans la détermination de tous les D. S. 
possibles est très compliqué; les figures (F) et (F') peuvent être à 3, 2, 
I ou o dimensions : autrement dit, une étude complète conduirait à la 
recherche de tous les cas dans lesquels on peut lier : i^ deux espaces; 
2® deux surfaces; 3^ deux courbes; 4^ deux figures formées chacune d'un 
nombre Jlni de points; 5^ un espace à une surface, etc. On verra, au 
Chapitre VI, dans quelle mesure le problème général m'a paru abordable. 
Je rappellerai ici les divers résultats déjà publiés dans des travaux 
antérieurs. 



5. I. M, Darboux a déterminé les conditions les plus générales du dé- 
placement d'une figure (à trois dimensions) dont tous les points ont 
des trajectoires planes. La solution du problème, résumée dans une Note 
des Comptes rendus pour 1881, t. XCII, p. 1 18, est développée dans 
la Note III de M. Darboux, additionnelle aux Leçon Si de Cinématique, 
de M. Kœnigs. 

M. Mannheim a repris la question (*), en s'attachant à l'étude du 
déplacement inverse (déplacement d'une figure dont tous les plans passent 
par des points fixes). 

La solution du problème fait, on le voit, connaître un D. S. pour 
lequel les figures liées (F') et (F) sont respectivement un espace et le 
plan de Vinjîni. 

II. C'est également à M. Darboux qu'est dû le théorème suivant : 

Si trois points d'une droite D' sont liés à trois points d'une 
droite D, tout point de la droite D' est lié aussi à un point de la 
droite D(^). 

III. Le théorème précédent a reçu dç M. Mannheim la généralisation 
suivante (') : 

(*) Principes et développements de la Géométrie cinématique^ p. 889. 
(') KcENiGS, Leçons, p. 222. 
(') Loc, cit., p. 180. 
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Si quatre points d'une droite D' sont liés à quatre points situés 
dans un même plan (P), tout point de D' est lié à un point d'une cer-- 
taine conique qui contient les quatre points donnés dans le plan (P). 

IV. Les tliéorènies précédents font connaître deux D. S. dans lesquels 
la figure (F) est une droite. Pour le premier (à deux paramètres) la 
figure (F) est une droite, dans le second, c'est une conique. Mon ami 
regretté, Ernest Diiporcq, s'est proposé de rechercher les conditions les 
plus générales de D. S. d'une droite, et il a reconnu que le problème 
admet une troisième solution : D'est lié aune cubique gauche ('). 

Je n'énonce pas ici les conditions de ce D. S., sur lequel je reviendrai 
au Chapitre 111. 

V. Les théorèmes II et III peuvent être présentés comme cas parti- 
culier d'un théorème que j'ai donné sans démonstration en 1896 (*), et 
dont voici l'énoncé : 

Soient dans l'espace C etO! deux coniques quelconques ^ m^ m'^^ rn^^ 
/?i^, TO^, cinq points de C et m^^ m^j m^^ m^^ m^, les points de C qui 
leur sont homologues dans une correspondance homographique quel- 
conque T établie entre C et G . Si on lie les points rn^y m'^, m'^, m\, ni^y 
respectivement aux points m^^ m^^ m^, m^y m^, tout point m! de C est 
lié au point m de G qui lui correspond dans la transformation T. 

VI. Le théorème suivant, que j'ai donné en 1901 (*) (également sans 

(*) Comptes rendus j 1897; Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1898, 
p. 121. 

C) Comptes rendus, t. CXXIII, p. 989. Dans une Note Sur les six droites qui peuvent 
être les directions de six forces en équilibre (Comptes rendus, i85i, t. LU, p. 1094), 
Châsles donne un théorème qui. en langage moderne, s*énonce ainsi : 

Étant données deux coniques quelconques dans V espace,* entre lesquelles on établit 
une correspondance homographique quelconque, les droites qui joignent les points 
homologues dans cette correspondance appartiennent à un complexe linéaire. 

Le théorème Y est une conséquence immédiate de ce théorème de Chasles. 

(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXIX, p. 18. 
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démonstration), fait connaître un D. S. où deux cubiques planes sont 
lees : 

Soient r une cubique plane quelconque fixe^ m et in^ deux points 
de cette courbe y y constituant un couple steinérien (*). Construisons 
la cubique T\ symétrique de T par rapport à une droite quelconque de 
V espace f et soit m' le point de F' qtii est symétrique du point m^ . On 
peut déplacer F', en liant tous les couples de points analogues à {m^ m'). 

VIL E. Dijporcq a énoncé un élégant théorème qui fait connaître un 
cas où les figures liées (F) et (F') sont réduites à un nofnbre fini de 
points (^). Ce théorème est le suivant : 

Si b points d'un plan (P') sont liés respectivement à 5 points d'un 
plan (P), // existe un sixième point du plan (P') qui est aussi lié à un 
point du plan (P). 

VIIL Dans un Mémoire publié en 1897 f*), j'ai complètement étudié 
le cas où les figures liées (F) et (F') sont toutes les deux réduites à deux 
plans. Il est inutile d'énoncer ici le résultat, sur lequel je reviendrai ulté- 
rieurement (Chap. VIII). 

IX. Enfin j'ai fait connaître (*), mais sans rechercher si ce déplacement 
était le plus général de son espèce, un D. S. pour lequel les figures (F) 
et {¥') sont toutes les deux à trois dimensions. Ce D. S. est ainsi 
défini : 

La figure (F') se meut de telle manière quune de ses droites glisse sur 
une droite fixe; en outre un point de (F') est lié à un point fixe quel- 



(*) C'est-à-dire que les tangentes à G, en m et en m^, vont concourir sur la courbe. 

(*) Comptes rendus, t. CXXVI, 1898, p. i4o5. 

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées. 

(*) Comptes rendus, l. CXXIII, 1896, p. 989. 
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conque. Dans ce mouvement de Derrou particulier, tout point de Tespace 
entraîné avec (F') est lié à un point fixe. 

Dans son Mémoire déjà cité sur le mouvement d'une droite^ E. Duporcq 
a signalé, sans démonstration, le fait que ce D. S. est le plus général de 
ceux où les figures liées sont des espaces, si Ton suppose que les droites 
de (F') sont liées à des cubiques gauches. Il sera démontré au Cha- 
pitie VI que cette restriction est inutile (en laissant de côté le D. S. à 
deux paramètres que Ton obtient en donnant à (F') une translation telle 
qu'un de ses points reste sur une sphère). 

Dans la suite de ce Mémoire, je référerai aux divers travaux qui 
viennent d'être cités par les chiffres romains dont je les ai désignés dans 
ce paragraphe. 

4. Je vais maintenant indiquer le plan de ce travail. 

J'établis dans le Chapitre II l'équation fondamentale des D. S., et je 
m'occupe, ce qui est important pour la suite, des liaisons de points 
re jetés à V infini. 

Le Chapitre III est consacré aux D. S. de droites. 

J'étudie, dans le Chapitre IV, une classe particulière de D. S. : les 
D. S. inconditionnels. Je parviens au théorème de Duporcq sur les 
sextuples de points liés^ ainsi qu'aux résultats qui concernent les D. S. 
à coniques liées. 

Le Chapitre V est consacré à des D. S. à cubiques planes liées. 

Je détermine dans le Chapitre VI le D. S. à espaces liés le plus 
général . 

Les Chapitres VII et VIII sont consacrés à des recherches plus géné- 
rales, qui mènent à la connaissance de quelques nouveaux mouvements 
dont le plus intéressant est un D. S. à hyperboloïdes liés. 
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CHAPITRE II. 



FORMULES ET PROPOSITIONS FONDAMENTALES. 

f>. Je rappelle que les figures liées sont désignées par (F) et (F'), 
Rapportons chacune d'elles à un trièdre trirectangle, Oocyz pour la figure 
fixe (F), O'x'yi! pour la figure nmobile (F'). Soient ^, '/), C les coordon- 
nées du point (y par rapport à Oxyz^ et soit 



x' 


X 

oc 




z 
T 


y 


oc 
oc 


/ 


z' 


^" 


/ 



le Tableau des cosinus des angles des axes fixes et des axes mobiles. Les 
coordonnées d'un point m de (F) sont désignées par x^ y^ z, les coor- 
données d'un point m' de (F'), par rapport aux axes mobiles, par j/,y, z' . 
Ces notations seront constamment adoptées. 

Les coordonnées du point m! y par rapport aux axes fixes, sont 



x = 


= ^ H- a.x!-\- a'y + a"z', 


Y = 


= iri-j- ^a/ 


-h py + P"z', 


Z = 


= C H- ya?' 


-^if-^i'z'. 



Cela posé, la liaison des points m et w! s'exprime par la relation fon- 
damentale 



en désignant par es^la distance mm! . 
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Eii développant cette relation, et en tenant compte des relations clas- 
siques entre les cosinus a, • . . , y'^, il vient 

( i) ^' + x' 4- C* — 2^ç — lyr, — 2sC + 2^'(a^ + pr^ + yC) 

— T^xxtL — ^xy^ tfl — ixz!(i!' 

— %yx'^ — 2jyp' — 2 jr//3''' — 2za:'Y — 2zy/ — 7,zz^" =^ A, 

en posant 

h^cï" — x^ — r' — 2' — .r ' — /' — z''. 

6. Il importe de reconnaître quelle forme prend la relation (i) quand, 
des deux points liés m et m\ l'un au moins est rejeté à l'infini. 



I® Supposons que le point m! restant à distance finie, le point m 
s'éloigne à l'infini, dans la direction définie par les équations 

- = ^ = -. 

abc 

Faisons dans la relation (i), en désignant par p la valeur commune de 
ces rapports, 

il vient 



?a 



-hT,'+C'— 2p(a^H-èT<-hcC)H-2a/(a^-f-. . .) 

Si l'on fait p infini, la relation précédente n'a de sens que si k tend 
vers une limite finie ; cette relation se réduit alors à 

(2) a(^4-aj/+ay+a''z') 

b{ri + Px'+ fjy 4- pV) -|-c(C 4-Ta/ + yY + yV) = A. 



JOURNAL 



L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 



PAK LE CONSEIL D'INSTRUCTION 



ne CET BIAHLISSEMENT 



II* SÉRIE. - ONZIÈME CAHIER. 




PARIS, 

GAUTHIER-VILLA KS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DE 1.' l*.C:OLK POL V TEC H N IQIJP., nU R tl H E A II DES LONCIILDES, 

Quai des Grande-Augosiins, H. 

19U6 



■ - --rîïe- 



lO R. BRICARD. 

^3^, par les formules 



A c<« t CX22 t^33 -f ^4t 1^// 



44 



y 



f^ «n «22-+- «8» 4- «44 r^ «n -+-«22 4- «33 -4- «44 

C = ^ , D=. ^ ; 

Y%rf «23-H «14 p «»l -f- «24 A/ «12 -H «34 

2 2 2 

r^f «28 «14 kf/ «81 «24 T% «4 2 «84 



Il résulte de ces dernières formules quà toute relation de la forme (6 ) 
correspond une relation de la forme (6), déterminée sans ambiguïté. 

9. La figure (F') peut évidemment se déplacer de telle manière que 
deux de ses directions soient liées à deux directions de (F) ; on n'impose, 
en effet, ainsi que deux relations aux cosinus a, . . ., y^. On peut choisir 
les axes de telle manière que les directions liées soient 

(a, 6, o) et {a\ b\ o), 
(a, — ^, o) et (a', — b\o). 

Les deux liaisons se traduisent alors par les équations 

(7) a(a'a + 6' a') -f- ^(^(i + 6'^') = k, 

(8) ' a(a'a — 6'a')~6(a'^ — 6'(3') = /. 

11 importe de reconnaître si les équations (7) et (8) peuvent entraîner 
comme conséquence qu'il existe, dans les figures (F) et (F'), un nou^ 
veau couple de directions liées, ce qui se traduirait par une relation de 
la forme 

(9) a,(«>+&>'-hc;a'0 



Aux relations (7), (8), (9) correspondent, comme on Ta vu, des 



SUR LES DEPLACEMENTS A TRAJECTOIRES SPHERIQUES. Il 

relations homogènes et du second degré entre les paramètres d'O. Ro- 
drîgues : 

(l O) cpO, U., V, p) = O, J;(X, IL, V, p) = O, /.(X, {/., V, p) =-- O. 

Ces équations doivent avoir une infinité de solutions communes. 

Si Ton considère X, J/*, v, p comme les coordoimées homogènes d'un 
point de l'espace, les trois équations précédentes représentent des qua- 
driques. Il faut que la troisième contienne la courbe d'intersection 
des deux premières, ou tout au moins une partie C de cette courbe. 

Il y a plusieurs cas a distinguer, suivant la nature de la courbe C. 

1® G est une biquadratique gauche. 

Alors la quadrique /^ doit faire partie du faisceau ponctuel déterminé 
par les quadriques cp et tj^. 11 en résulte que la relation (9) doit être une 
combinaison linéaire des relations (7) et (8). On doit donc pouvoir 
trouver deux nombres p et cr tels que l'on ait 



a,a'^ = aa'(p + a), b^a^=^ba\ç — cr), c^a 

a, h\ = a//(p — a), b, b\ == èè'(p -h cr), c, b 

«ic', =0, b^c\ =0, 



c,c 



= 0, 



= 0, 
= 0, 



d'où l'on tire aisément 



c, = c^ = o, po' = o 



Autrement dit, le couple cherclié de directions liées se confond néces- 
sairement avec l'un des deux couples donnés. 

2** C est une cubique gauche. 

L'examen de ce cas néceissite un calcul qu'il serait sans doute fastidieux 
de développer complètement. Je vais simplement indiquer la marche à 
suivre. 
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Les quadriques 9 et ^ ont des équations qui, développées, ont les 
formes suivantes : 

(il) cp = A V-+-Bul' + C v^-h D p'-h2EX;x-h2Fvp = o, 

(12) »; = A'V-H B'(x^ -h C'v' + D'p^ + 2E'\a + 2F'vp = o. 

Si Ton considère -> -^ -^ comme des coordonnées cartésiennes rectan- 

P P P 

gulaires, il est visible que la droite 

X = o, a = o 

est un axe de symétrie pour chacune des quadriques cp et ^. Si donc elles 
se coupent suivant une cubique gauche C et une droite D, D sera néces- 
sairement, soit Taxe des v, soit une droite rencontrant cet axe à angle 
droit. 

La première hypothèse est à rejeter : en effet, si la droite 

X = o, (JL = 

appartient aux quadriques cp et iL, leurs équations se réduisent à 

AX'-f-Ba'-t- 2E)va = o, 
A'X^+B'fx^+ 2E'X{x = o. 

Chacune d'elles se réduit à deux |)lans, et leur intersection se compose 
de quatre droites (confondues). 

Il faut donc admettre la seconde hypothèse : on exprime que (f et ^ 
contiennent toutes les deux la droite 

(i3) '*=PÇ>7 A = y«, 

et Ton élimine p et q entre les quatre conditions obtenues : on obtient 
ainsi deux conditions auxquelles doivent satisfaire les coefBcients Â, 
B l<' 
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Gîs deux conditions étant supposées satisfaites, les équations (lo) 
et (i ï) peuvent s'écrire sous les formes suivantes : 

(lo') cp = (rAH- wi [l) Çk — q [l) -{- (n v ^- r p)(v— />p) = o, 
(il') <j/ = (A + /»'fA)(X — <7fx,) + (/t'v-i-r'p)(v —pç)) = o. 

En éliminant les deux binômes \ — ^(x, v — ypp, entre ces deux équa- 
tions, on forme la relation 

(i4) /, = (A-hmjx) (//'v H-/''p) — (/'>.-hm'a)(nv-h rp) =o, 

qui représente une nouvelle quadrique contenant la cubique gauche C, 
mais non la droite D. 

En explicitant tous ces calculs, on parvient aux résultats suivants. 
Désignons respectivement par 

A, la direction (a, 6, o), 



A„ 


» 


(a. 


— h, o), 


A'. 


» 


{a'. 


y, o), 


a;, 


» 


(«', 


-*',o). 



Pour que Les quadriques <s^ et^ se coupent suis^ant une droite et une 
cubique gauche^ il faut et il suffit que l'un des systèmes suivants de 
relations soit satisfait : 



i^ 



2^ 






en désignant par exemple par (AA,/ l'angle aigu que font entre elles les 
droites qui portent les directions A et A, . 

Il est clair que ces deux systèmes de conditions ne différent qu'en ce 
que les rôles joués par la figure fixe et la figure mobile sont intervertis 
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dans le second. Nous pourrons donc nous borner à rexamen du premier 
système, par exemple. 
Posons 

(aa:)=(aa^) =29, 

L'équation (ï4)» calculée comme il a été indiqué, est 

X. = ^(i — /*«*)Xv — tu{t* — u') (XV 

+ («' — tt')>.p — «(1 — <*/«*) |Xp = 0. 

Cette relation peut s'écrire, grâce aux formules qui se trouvent à la fin 
du n^ 8, 

(i5) i^ — f^) {i—t'u')y^ (t^u) {i—t'u')(x/' 

Gela posé, toute relation linéaire entre les cosinus a, P, . . ., Y^ ®st 
une combinaison linéaire des relations (7), (8) et (i5). Il faut rechercher 
si une telle combinaison peut être de la forme (9). On trouve aisément 
qu'elle se réduit alors soit à la relation (7), soit à la relation (8), 

En résumé, dans le cas où G est une cubique gauche, il ne saurait 
exister un troisième couple de directions liées. 

m 

3^ G est une conique. 

Pour tout point de cette conique, X, fx, v, p doivent satisfaire à une 
relation linéaire et homogène. Or on sait que, par un changement de 
coordonnées, on peut toujours ramener une telle relation à la forme (*) 

(16) p — o. 

(*) Voir KoENiGS, Traité de Cinématique, Note III de M. Darbou\'. 
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Lorsque cette relation est satisfaite, les formules (4) se réduisent à 



(17) 






// _ — Xa— pi^-j-v» 



S 



S = X^-+-f;.^ + v\ 



On ne peut astreindre les cosinus à plus d'une relation nouvelle. Or la 
liaison de deux directions (a, è, c) et (a', b\ c') s'exprime par la relation 



qui, grâce aux formules (17), s'écrit 

(18) {aa'— hy— ce'— k)V^{— aa'-^ bU—cc'—k) {x^ 

^ {—aa'— hy+ ce'— k)v^ 



et, réciproquement, toute relation homogène et du second degré entre X, 

(p(>., a, v) = o, 



peut être considérée comme traduisant la liaison de deux directions 
(a, bj c), (a', y, c') : en effet, l'équation (18) contient cinq paramètres 
dont on peut disposer pour identifier cette équation avec ç. 

On apportera une simplification dans le calcul en remarquant que, 
sans diminuer la généralité, on peut supposer l'équation cp de la forme 

(19) AX^H-B(x^-f-CV = o. 

Si, en effet, on se reporte à l'interprétation géoniétrique bien connue 
des formules d'O. Rodrigues, on voit que le trièdre de sommet O et qui a 
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ses «ixes parallèles à ceux du trièdre (Yx^yz^ est symétrique du 
trièdre Oxyz par rappoit à la droite 



X 



V 






L'équation (p(>., a, v) = o exprime que cette droite décrit un cône du 
second ordre. On peut évidemment supposer les axes fixes choisis de 
telle manière que l'équation de ce cône soit ramenée à la forme (19)- 

Cela posé, l'identification de fi 8) et de (1 9) donne 

aa'— hV —ce' — ^ = A, 6c'+ cè'= o, 



— aa'-+- hh' — cc'—k = B, 



ccd -^-ac! ^=. o, 



— dâ— hh' -+- rc'— ^ = C, aè'-h èa'= o. 



3^ 



5^ 



6^ 



On trouve aisément que ce système d'équations admet les six solutions 
suivantes : 



a 
a 
h 



= 0, h =y^Âr — B, r= y/G — A; r* 



= 0, b=-^k — B, c= — y/C — A; a 



= 



= ^B — G, a= v/A— B; ^ 



4« i> = o, 6=v/B — G, a=— y/A— B; Z^ 



= 0, a = v/C — A, Z»= v/B — G; 



= 0, a = v/G — A, ^, = _y/B — C; 



= 0, ^^' = v/Â^^, r'=— v/C— A, i 



= 0, è' = y/A — B, c'= \/G — A, 



= 0, c'-^y/B— G, a'=— v/A — B, 



= 0, c'=\/B— G, a'= \/A — B, 



= 0, a'=v/C— A, fc'= — v/B — G, 



= 0, a'=v/G — A, fc'= v/B — G, 



Ainsi, dans le cas actuellement étudié, le fait qu'ils existe dans les 
deux figures un couple de directions liées entraine l'existence de cinq 
autres couples analogues. 

Le nombre total des couples de directions liées se réduit de six à cinq, 
quand deux des quantités A, B, G sont égales. 
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4** Cest une droite. 

On peut supposer que les équations de G sont 

v = o, p = o. 

On en tire 

Ainsi Taxe O'z' est constamment parallèle à Taxe O2. Dans ces condi- 
tions, il est clair que toute direction de (F') est liée à Ozj et que toute 
direction de [F) est liée à O'z'. 



10. Je résumerai ainsi qu'il suit cette discussion : 

1*^ S'il existe dans les figures (F) et (F') deux couples de directions 
liées, le point dont les coordonnées homogènes sont (^, {x, v, p) décrit, 
en général, une biquadratique gauche, et, dans un cas particulier, une 
cubique gauche. 

2° S'il existe dans les ligures (F) et (F') plus de deux couples de direc- 
tions liées, le point (^, {a, v, p) décrit une conique, dont on peut sup- 
poser, sans restreindre la généralité, le plan représenté par Téquation 

p = o. 

3*^ S'il existe dans les figures (F) et \¥^) une infinité de couples de 
directions liées (ou simplement plus de six), le point (^, (x, v, p) décrit 
une droite dont on peut supposer les équations ramenées aux formes 

V = o, p = o. 

Dans ce dernier cas, O^z est constamment parallèle à Oz. 

Il serait aisé de définir géométriquement les mouvements qui donnent 
lieu au cas de la cubique gauche et au cas de la conique ; je ne m*y arrê- 
terai pas. 

y. i5'.i'.,2«s. (C.nMi). 3 
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CHAPITRE III 



Les D. s. de droites. 



il. Ainsi que je l'ai rappelé au Chapitre I (3, II, III et IV), ia ques- 
tion des D. S. d'une droite se trouve complètement élucidée par les 
résultats de MM. Darboux, Mannheim et Duporcq, relatifs respectivement 
aux cas où la courbe fixe F est une droite, une conique, une cubique 
gauche. Il me semble inutile de reproduire ici les démonstrations des 
théorèmes II et III, pour lesquels je renvoie aux Ouvrages cités, et qui 
d'ailleurs rentrent dans le théorème V, qui sera établi au Chapitre IV. 
J'examinerai donc seulement le cas de la cubique gauche, par une méthode 
peut-être un peu plus rapide que celle de Duporcq. 

La figura (F') étant supposée réduite à Taxe O'o:', je ferai, dans l'équa- 
tion fondamentale (i), 

/=o, z=o, a;'=p. 

Cette équation se réduit ainsi à 

(20) ç' 4- T, ' + C' — 2 o:^ — 27T, — 2 3 C + 2 p ( a^ "h Pt, 4- YP ) 

— 2p(a?a-hjp "H^TJ = ^- 

A toute valeur de p doivent correspondre des valeurs de a:, y^ z, telles 
que l'équation précédente soit satisfaite pendant toute la durée du mou- 
vement. 

Soient p,, p^, p,, p^ quatre valeurs quelconques de p, et m.,. (a:,,/,, s,) 
le point de (F) relié au point /^](p/, o, o) de (F^). Formons les quatre 
équations (20) correspondantes. Elles sont linéaires par rapport à 
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^'-f t'H- C*> Ç> ""Ij s> et le déterminant des coefficients 



'9 



A = 



I 


— ar, 


J. 


I 


— or. 


— r« 


I 


X, 


j, 


I 


— X, 


j« 



— z. 



«Wl 



doit être supposé différent de zéro. En effet, dans le cas contraire, les 
quatre points m^, m^j m,, m^ seraient dans un même plan, et l'on se 
trouverait dans le cas du théorème IIT de M. Mannheim. 

Cela posé, considérons une cinquième équation analogue : on peut 
su|)poser que c'est l'équation (20) même. Nous avons cinq équations 
linéaires entre ^'-f- T|*H- s% Ç» ^ij C? ocç H- ^% -h y^, et le déterminant des 
coefficients est 



D = 



Il y a deux cas à exan 



X 


y 


z 


P 
k 


X, 


— r. 


z, 


Pi 


.1', 


r. 


z» 


P. 


^» 


y» 


2s 


P. 


X, 


y* 




P« 



iner, suivant que D est nul, quels que soient 



les cinq couples de points liés choisis, ou différent de zéro. 

12. i"" D est nul. 

En développant D par rapport aux éléments de la première ligne, on 
voit que deux points liés quelconques donnent lieu à la relation 



(^0 



A p H- Bo: -4- C r -h Dz -h E = o, 



où A, 6, C, D, E sont des constantes dont la première n'est pas nulle. 
Cette relation exprime que p est proportionnel à la distance du point m 



k 



UO R. BRICARD. 

ati plan 

Bx-t-C7 + DzH-E=o. 

On peut choisir les axes fixes de telle manière que l'équation de ce 
plan se réduise à 

z = G, 

et la relation (2 1) se réduit alors à 

(") z = Kp, 

K étant une nouvelle constante. On voit que p et z deviennent simulta- 
nément infinis; il en résulte y«e /a direction de (y a/ est liée à celle de Oz, 
et que l'on a, par conséquent (n" 6), 

(23) Y = *^®"st. 

Récrivons alors l'équation (ao), en y remplaçant z par Kp. Il vient, 
en tenant compte de (28), 

5* _(_ 7]' -h C' — 2:fç — a J71 
-t-2[a;H-pYl-H(Y — K)C]p = ap(xa -f-jp) H-const. 

Quatre équations analogues sont linéaires par rapport à 

l'-hr*-h^\ ?, T„ tt$H-fiïH-(-)' — K)C, 
et leur déterminant 

II' -^ ~y 9\\^ih -^ —y A 

est différent de zéro. On peut donc les résoudre par rapport à ces quati'e 
quantités, qui se présentent alors sous la forme d'expressions linéaires par 
rapport à a et ^. 

On est encore obligé ici de distinguer deux cas, suivant que les con- 
stantes Y et te sont dilTérentes ou égales. 



k 
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1** Y — K :5^ o. On a d'après ce qui a été dit : 

(sans termes constants, si Ton choisit convenablement Torigine O), et 

a|+P'n-h(Y-K-)C=(a,P), 

où le second membre représente une forme linéaire. Cette dernière rela- 
tion conduit pour ^ à une expression de la forme 

(2:1) C = '«'(««• -h è[3)-+-m[3(ca-f- d^)^ 

où Ton peut encore supprimer le terme indépendant. Il faut de plus 
que ç^H-x^H- Ç^ soit linéaire en a, [3, ce qui donne 

(25) [a(i.^b^y-h{cu^d^y 

[7a(aa 4- b^) -h /n.p(ca 4- d^\JY = (a, P). 



Cette relation doit être une conséquence de 

car il ne peut exister entre a et ^ de relation distincte de la précédente. 
Il faut donc que, dans la relation (25), Tensemble des termes du qua- 
trième degré en a, (B soit divisible par a* 4- [3*. Cela ei^ige que le poly- 
nôme 

/a(aa 4-6(3) -f-mp(ca -+- ^/p) 

soit identique, à un facteur constant près, à a^-f- (3*. On en conclut que 
la valeur de Ç est constante. • • 

La relation (2) se réduit alors à 

(aa + 6P)^+(ca + é3^[î)^=(a, p), 
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et le premier membre doit être encore identique, à un facteur constant 
près, à a^ -f- 6*. 

On conclut facilement de là que ^ et ri ont des expressions des 
formes 

^ = a(acos6 — p sinÔ) 

(6 = const.). 
n = a(a sinG -h ^ cosô) 

Rappelons qu'on a 

Ç =z=const. 



L'interprétation de ces formules est immédiate : la droite O x tourne 

autour d£ Oz 

Y— K^o. 

L'hypothèse nous a ainsi conduit à une solution qui ne présente aucun 
intérêt. 

2** Y — K = o. On est encore conduit à poser 

^ = fl(acosG — [3 sinô), 
71 = a(a sinô + (icosô). 

Les coordonnées d'un point /n'(p, o, o) sont 

(26) ^ = a(acosG — p sinG) -+- pa, 

(27) T, = a{oL sinG 4- (îcosG) + p^. 

Si l'on transporte l'origine G' au point tel que 

p H-acosG = 0, 

les*formules qui expriment ^, y) se simplifient et se réduisent à 

^ = — a[is\nH= — A^, 
T| = aasinO= Aa, 
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en posant 

A = asinG. 

On a en plus 

(28) C^ = /a-hm[3 H-n. 

Les formules (26), (27) et (28) définissent un D. S. de droite que 
j'étudierai plus complètement au Chapitre V[, à l'occasion du D. S. 
d'espace. 

13. 2*^ H est différent de zéro. 
Dans ce cas, les cinq quantités 

sont toutes de la forme (a, [3, y) (*). 
Posons 

ç = Aa4-B(34-CY, 

(29) i T. = A'aH-B'P-+-C'Y, 

en supposant toujours l'origine choisie de telle manière que les expres- 
sions précédentes ne contiennent pas de termes indépendants. Ecrivons 
les relations 

(30) a^^.(3Yi + Y^=(a, (3,Y), 
(3i) • eH-V + C^ = (a,p,Y), 

en y remplaçant ç, '/j et Ç par leurs expressions (29). Les deux relations 
ainsi obtenues représentent deux quadriques, si Ton y considère a, P, y 



(*) Par la notation (^, j, 5, ...), qui a déjà été employée plus haut, je désigne une 
expression de la forme A a? 4- B^ -h Cz 4- . . . -h H, où A, B, C, . . . , H sont des constantes. 
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comme des coordonnées. Soit C leur courbe d'intersection : elle doit 
appartenir, en totalité ou en partie, à la quadrique 

(32) a'H-p'-hY'— 1=^- 

La courbe commune aux trois quadriques ne peut être une cubique 
gauche ou une droite, du moins dans le cas des D. S. réels : en effet, la 
quadrique (Sa) ne contient pas de droite ou de cubique gauche réelles. 

Si cette courbe est une conique, il existe entre a, fi et y une relation 
linéaire. Cette relation peut être ramenée, par un changement de coor- 
données, à la forme 

Y ^= const. , 

et nous retombons dans le cas examiné au n'' 12. 

Il faut donc en conclure que C est une hiquadratique gauche non 
décomposée et que les quadriques (3o), (3i)et(32) forment un faisceau; 
il en est de même, en particulier, de leurs cônes asymptotiqnes. On doit 
donc pouvoir trouver trois nombres A, |x, v, non tous nuls, tels que Ton 
ait ridentité 



)i[(Aa 4- B|3 + CY)'"h ( A'a h- B'Jî + C'y)' -+- (A''a -h B'^p -h C'^y] 
(iL[a(Aa "4- B^ + Cy) H- (3(A'a H- B'p + C'y) + Y(A''a + B'^p + C'y)] 

v((x«+p»-hf) = o- 
Ecrivons les conditions de cette identité : 

(33) )l(A* + A'' + A''^)-j-(jlA+v = o, 

(34) >^(B^ -+- ir^ + B''^) -h txB' H- V = o, 

(35) )^(C» + C'^+C''^)4-aC''4-v = o, 

(36) 2)i(BC + B'C -+- B'^C') -h a(C' H- B'') = o, 

(37) 2X(CA -h C'A' + C'A") -+- (i.(A"+ C ) = o, 

(38) 2a(ABh-A'B' + A"B") + (x(B 4-A') = o. 



4te 
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Il y a deux hypothèses à examiner, suivant que, des trois quantités 

C'4-B^ A^'+C, B + A', 

Tune au moins est différente de zéro, ou suivant que ces trois quantités 
sont nulles. 

14. Première hypothèse. — C'-hB'^, par exemple, est différent de 
zéro . 

Les coordonnées d'un point quelconque de O'a;' sont données par les 

formules 

^=(A + p)a+ B(3 -+-. Cy, 

T,= A'a 4.(B'+p)[iiH- C'y, 
^= A'^a + W^ 4-(C^4-p)y. 

Il existe une valeur finie de p telle que l'on ait 

BC-+-(B'H-p)C'-+-B'^(C'^+p) = o, 



puisque le coefficient de p dans cette relation, C'4- B'', est différent de 
zéro par hypothèse. 

Nous supposerons l'origine CK transportée au point qui correspond à 
cette valeur de p. Autrement dit, nous supposerons que, dans les for- 
mules (29), on a 



(39) BC4-B'C+B'X''=o. 



La relation (89) donne alors 



{X = 0, 



et les relations (87) et (38) se réduisent à 



(4o) CA-hC'A^4-C'A'^ = o, 

(40 AB-+-A'ir4-A''B'^=o, 



car on ne peut évidemment avoir ^ = o en même temps que (jl = o 

/. E. P., a's. (C. n^ 11). 4 



V *» t^' 
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Enfin, les relations (33), (34), (35) deviennent 
(4a) A' + A'»+A'"' = -J, 

(43) B» -h B" H- B'" = — ^, 

(44) ' C 4- C" H- C"« = — ^• 

Les relations (39) à (44) montrent que A, B, . . . , C jo/ïf les coeffi- 
cients d'une substitution orthogonale, à un facteur constant près. On 
peut donc écrire 

ç = K(a.aH-fi.fi-Hy.v), 
(45) i r,=K(a;a + .t;îi-f-Y:Y), 

où a^, (i^, • • • » To ^^"^ '^^ cosinus directeurs des trois arêtes d'un 
trièdre trirectangle, K est une constante. 

On peut encore simpliGer les formules (45). Remarquons, à cet effet, 
que la courbe ;F) possède au moins une direction asymptotique réelle, 
et qu'il existe sur O'x un point iù ;à distance finie), lié au point qui est 
rejeté à Tinfini dans cette direction asymptotique. Ce point ci>' décrit un 
plan qu'on peut supposer avoir pour équation 

z = h. 
On a donc, pour une valeur finie de p, 

- — •'S = K a a H- i' 'i H- y' 7' -h 07 = h. 



Cette relation, étant linéaire en a, 2 et 7, doit être identiquement 
satisfaite. On a donc 
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et les formules (45) se réduisent à 



/ $ = R(acos6+ PsinO), 
/ 7) = K( — asii 



(46) { 7i = K(— asin6-f-(3cos6), 

où l'angle 9 est constant. 
On tire des formules (46) 

(47) aç -h Pti + yC = K cos9(<x* + p«) + Ky' 

= KeosÔ -h K(i — cosô)y», 

(48) eH-vi'-4-C*=K». 

« 

Enfin la relation (3o) montre qu'il doit exister, entre a, [3, y? "^"^ ^^^^' 
tien de la forme 

KcoseH-K(i— cos6)Y' = (a, (3,y), 

ou plus simplement 

f=(a,P,Y). 

Il est aisé de voir qu'en faisant tourner les axes Ox et O/, sans chan- 
ger Os, on ne modifie pas la forme des formules (46)5 ^t que Ton peut 
annuler le coefficient de (3 dans le second membre de la relation précé- 
dente. J'écrirai définitivement 

(49) f = Aa-hBY + G. 

Les relations (46) et (/jg) définissent complètement le mouvement 
de C/œ^. Il est facile de reconnaître que ce mouvement est bien un D. S. ; 
autrement dit qu'à toute valeur de p on peut faire correspondre un sys- 
tème de valeurs de x, j, s, telles que la relation (20) soit satisfaite pen- 
dant toute la durée du mouvement. Cette relation, en tenant compte 
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de (47) et (48), se réduit à 

— 2Ka:(acos6 4- ^sinG) — 2Kj( — asinô -f- ^cosô) — 2K3Y 

2R(i — cosG)pY* — 2p(a;a-hj(3-hzY) =eoiist. 



Cette relation doit être identique k (49)- On forme sans peine les 
conditions pour qu'il en soit ainsi et, en résolvant par rapport à J?, y^ z, 
il vient 

AK(i — cosO)(K cosô -H p)p 
K'-* -h 2 K p cos -f- p'-^ 

.r . ] _ -AM(l-COSe)psiD9 

^ ^ '""" K--'+2Kpcose-f-?= ' 

BK(i— cose)p 



Ces équations représentent, quand on y fait varier p, une cubique 
gauche ayant une asymptote parallèle à Oz et ses deux autres asymptotes 
parallèles aux directions isotropes du plan Oxy. 

On trouvera au n** 10 du Mémoire de Duporcq une interprétation géo- 
métrique élégante des formules (46) et (49)- H est inutile d'insister ici 
sur ce D. S., qui se représentera au Chapitre VI. 

13. Deuxième hypothèse. — Les trois quantités C'+B''', A'^^-hC, 
B -h A' sont nulles. 

Il est clair que le calcul développé au n** 14 est ici inapplicable. 
Je récris les formules (29), en changeant les notations 

^= Aa — B''(iH-B' Y, 
(5i) ; T.= iraH-A'[i-B Y, 

C=_lya-^B (i + A'^Y- 



On a 



a;-hpr,H-YC=Aa^ + A'îi^ + AV. 
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et, en écrivant que les cônes asymptotiques des quadriqiies (3o), (3i), 
(32) forment un faisceau, on trouve les conditions 

(02) X(A* +B"»-i-B'»)-f-A {A-i-v = o, 

(53) X(B"»-+-A'*-hB* )-i-A'(AH-v = o, 

(54) X(B'» + B* H- A"») -f- A"a H~ v = o, 

(55) >(— B'B''— A'B H-A"B ) = o, 

(56) >(— B"B _A"B' + A B') = o, 

(57) X(— B B'— A B"+A'B'0 = o. 

Il faut examiner deux cas, suivant que \ est nul ou différent de zéro. 

1® 'Xest nul. 

Les équations (55), (56) et (57) sont satisfaites, et Pon tire des équa- 
tions (52), (53) et (54) 

A = A' = A'^ = — -. 

On peut dès lors simplifier les formules (5i), en transportant l'ori- 
gine O^ au point dont les coordonnées sont 

^ — Aa, 71 — A(3, C — Ay. 
Il vient ainsi 

C = B (3 — B'a. 

Ces relations expriment que le vecteur dont les composantes sont $, 
fij C est le produit vectoriel des vecteurs (B, B', B'^) et (a, p, y). On 
peut changer les axes Oo:, 0/, Oz, de manière que le dernier soit dirigé 
suivant Oz* Cela revient à faire, dans les formules précédentes, B = B'=o, 



4 

y . m. i 
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i 


= - 


-H'fi, 


r, 


= 


B'a, 


ç 


= 


0. 



3o 

et l'on a 

(58) 



Les relations (58), jointes à la suivante 

^'-t- V+ Ç'= B'"(a'+ P') = ir ~ ir'f = (a, P, T), 

ou, plus simplement, 

Y' = (a,p,T), 

définissent un nouveau D. S. de la droite 0'.r'. En procédant comme au 
n" 14, on trouve que cette droite est liée à 1» cubique gauche représentée 
par le système 

Kp-B"f _ /fi + U"k m 

Y— . ^_ ^, 



(58) 



r = 



p-^ + ir^ 



l, m, n désignant des constantes. Je renvoie encore au Mémoire de 
Duporcq (n" 14) pour une étude plus détaillée de ce D. S. 

a" X est différent de zéro. 

Alors les relations (55), (5(i) et {'>~) se réduisent à 

(59) — B' r — A' lî + A" H = o, 

(60) — B^'B — A"B' ^ A B' = o, 
.(6i) — B B'~A lï"+A'li"=o. 

Si BB'B''7^o, on tire desrelutions précédentes, en les multipliant re*-- 
pectivement par B'B", B"B, lîli' et en les ajoutant, 

B'Mr'H-B"=B'^4-B^B'^=o; 

cette relation ne pourrait convenir qu'à un mouve) 
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Supposons donc BB'B^= o, par exemple B = o. On tire alors de (69) 



B'B'^ = o. 

Supposons, par exemple, 

B'= o. 

Les relations (59) et (60) sont alors satisfaites et (61) se réduit à 

B'^(A — A') = o, 

ce qui exige, soit 

B'^ = o, 

soit 

A — A'=o. 

Si B'"^ est nul, les relations (52), (53) et (54) se réduisent à 

lA^ -h {J^A -hv==o, 
XA'^ -h{xA'-+-v = o, 

XA''^-4-{jt.A''-hv = o, 

et, comme X, (x, v ne sont pas tous les trois nuls, deux des quantités A, 
A', A'^ sont forcément égales entre elles. 

On voit, en résumé, que nous pouvons supposer 

B = B'=o, A = A', 

* 
ce qui réduit les formules (5i) à 

$ = Aa — B"(3, 
T, = B"a.-»-A p, 

C-A'Y 

Il est aisé de voir que ces relations conduisent au même D. S. que 
celui qui a été obtenu.au n*" 14. 

Le problème des D. S. de droites se trouve ainsi complètement résolu. 
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CHAPITRE IV. 



Les D. s. inconditionnels. 



16. Ecrivons les équations de liaison auxquelles donnent lieu six 
couples de points (/ti,, m,) {i=\ j p., 3, 4? 5? 6) des Bgures (F) et (F'), 

(62) ^* -h T,' H- s' — 2.rv; — 27,T. — 23,.C + 2x\{%i + (3t, h- yO 

(/== I, 2,3,4, 5,6), 



où 



n.=za. — X. — r. — z. — x. — r. — z 



I 



Formons la matrice suivante, de six lignes et de seize colonnes, 

(63) ||i x^ Xi h ^i ïi h ^i^i ^ifi ^i'^i yr^i fiXi Xi-'i ^r^'i ^iJi ^/<-||» 

et supposons que tous les déterminants de six lignes qu'elle renferme 
soient nuls. On pourra alors trouver six quantités non toutes nulles X^, 
Xj, X3, X^, Xj, X^,, telles qu'en ajoutant les six relations (62), multipliées 
respectivement par ces quantités, le premier membre de la relation 
obtenue soit identiquement nul. On a donc entre les six quantités h^ la 
relation 

(63) ^\k,^o. 



oii les X,. sont fonctions de ^1 , J, , r., , . . . , x^^y^^ r/ . 

Il résulte de la relation (63) que, si Ton 'déplace la figure (P') de 
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manière à satisfaire aux cinq premières cie$ relations (62), où A,, Aj, h^^ 
h^j h^ ont des valeurs données quelconques, Ja quantité h^^ définie par 
la sixième de ces relations, est aussi constante. Autrement dit, il existe 
un D. S. où les figures liées sont constituées respectivement par les sys- 
tèmes de points {m^^ m^^ m,, m^j nt^y m^) et (m'^, m^^ m^^ m'^, m/., to'^), 
et ce D. S. est possible en donnant à la figure (F') une position initiale 
quelconque, la figure (F) étant supposée fixe. 

Je dirai d'un tel D. S., où les figures peuvent être liées à partir d'une 
position relative quelconque, qu'il est inconditionnel. 



17. Pour trouver un D. S. inconditionnel, il faut obtenir un système 
de points (w^, m].), tels que tous les déterminants de la matrice (63) 
soient nuls. 

On obtient une première solution en posant 



(64) 
(65) 



X =ï 



^ = 



P(0 

S(/)' 

F(0 
s'(0' 



r = 



/= 



Q(0 

S(/)' 

Q'(0 
S'(o' 



z = 



R(0 
S(o' 

R\0 
S'(0' 



P, Q, R, S, P', Q', R', S' désignant des polynômes quelconques du second 
degré en t, et en faisant Xi,yi, Zf, x.,y'.^ z. égaux aux valeurs que prennent 
x,y, z,a/,j/, s' pour six valeurs quelconques*,- de i(/= i, 2, 3, 4> 5, 6). 
En effet, il est visible que, dans ces conditions, l'un quelconque des 
déterminants (63) est de la forme 



I 



j = 6 



t = I 



A.(«.) 
A,(^) 
A.(^) 
A.(<0 
A.(fJ 
A.(^) 

y. E.P., 2* 8. (C. n*H). 



A,(<,) A,(^) A,(^) A,(f,) A,(^) 



JJS(OS'(*,) 



^1 
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où A^{l) est un polynôme du quatrième degré en t. Or, le déterminant 
qui figure dans l'expression précédente est nul : il existe en effet entre six 
polynômes quelconques du quatrième degré A^(/'), . . ., A.^(t) une rela- 
tion identique de la forme 

A = 6 

où les coefficients [i^ sont des constantes. 

L'interprétation géométrique de ce résultat est immédiate : en effet, si 
Ton fait varier t dans les formules (64) et (65), les points m(a?, j, z) 
et mf(a/^y, z') décrivent deux coniques C et C, et sont homologues dans 
une correspondance homographique établie entre ces deux coniques. Le» 
coniques C et C' et la correspondance homographique sont quelconques, 
les polynômes P, Q, R, S, F, Q', R', S' pouvant être choisis arbitrai- 
rement. 

Nous sommes donc conduits au théorème V durf 5. 

Ce théorème contient comme cas particuliers les théorèmes II et III, 
ainsi que je l'ai fait remarquer. On obtient un autre cas particulier assez 
intéressant en faisant les hypothèses suivantes : 

I** Les coniques C et C' sont deux cercles; 

2*^ La correspondance homographique établie entre ces deux cercles 
est une similitude ; 

3*^ A l'origine du mouvement, les plans des deux cercles sont paral- 
lèles. 

On peut alors démontrer que, pendant toute la durée du mouvement, 
les plans des deux cercles ne cessent pas d'être parallèles et que, à tout 
moment, les droites qui joignent les points liés font partie d'un même 
hyperboloïde. CeD. S. particulier peut enfin être rattaché à la déformation 
d'un quadrilatère articulé plan rhomhoidal (*). 

(* ) Voir ma Note : Étude géométrique d'un déplacement remarquable et d'un hyper^ 
boloïde articulé {Bulletin de la Soc, math, de France ^ 1897, P- 9^)* 
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18. Abordons maintenant le problème général posé au début du 
n** 17. Les conditions à remplir peuvent s'écrire symboliquement 

(66) I xoé xy xz' xi! yoé y^ yz' yt' zot! zf zz' zt' ta! tf tz' tt! |(e)=o, 
en introduisant les coordonnées homogènes -> — > -- et --> ^> -7-- 

» » w w w » 

Observons que les conditions (66) ne changent pas de forme si l'on 
effectue une transformation homographique portant seulement sur les 
points m' et définie par les formules 

a! =l,yj ^ niX + nJJ + pX . 

y=i,r+,. , 

z = /j X + . • • 9 
t = 'j| X -|- . . . . 

En effet, si dans la matrice (66 ) on remplace x*', j/, z\ ^ par les valeurs 
précédentes, chaque terme de cette matrice prend une forme telle que 

ar(/,X'H-m,Y'+//,Z' + /;/r)===/,.rX'+m,^Y' + /i,.rZ'-h/;,.rr, 

et, par des combinaisons linéaires de colonnes, on ramène aisément les 
relations (6G) à la forme 

xV xY ... tT |L=o, 



c'est-à-dire à la forme initiale, oii x\ y\ 2', t' sont simplement rem- 
placés par X', Y\ Z', T'. On obtient donc le résultat suivant : 

Si{m^^ m^, . . ., ni^) et {m\^ m!^^ . . ., ni^) sont deux systèmes de six 
points qui peuvent être liés dans un D. S. inconditionnel, il en est de 
même des deux systèmes (m, , . . . ^ m^) et {M\ , . . . , M'^), dont le dernier 
dérive de {rrî^j , . ., m!^ par une transformation homographique queU 
conque. 
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Ce théorème permet de supposer que .r, j, z, f, j/, y, z', *' désignent, 
dans les relations (66), des coordonnées tétraédrales. Il conduit ainsi à 
une simplification notable du problème. 

Supposons en effet, d'abord, que parmi les points z/i,, . . ., m^ on 
puisse en trouver cinq dont quatre quelconques n'appartiennent pas à un 
même plan, et que les cinq points homologues rnf présentent la même 
disposition. Ces points seront, par exemple, m,, m^, . . ., mj dans le 
premier système et m'p m'^, . . ., m^ dans le second. 

On peut alors déterminer une transformation homographique qui fasse 
correspondre, aux points m\j . . ., ///j., respectivement les points m^, . . ., 
/W5. Soit M'^ l'homologue de m^. 

En appliquant le théorème qui vient d'être démontré, on voit que les 
lelations (66) doivent être satisfaites par les six couples 

(m,, m,), (/??,, m,), (/??,, m,), (m,, mj, {m,, m,), (m., M'J. 

Prenons, comme tétraèdre de référence, celui qui a pour sommets les 
points ///,, Wj, m,, m^. On peut supposer, sans diminuer la généralité, 
que le point m^ a pour coordonnées (i , 1 , i , i). Soient enfin (^, /, z, t) 
et (cX''?/', -', tf) les coordonnées des points m^^ M'^. 

Avec ces hypothèses, les relations (66) s'écrivent 

i 00 00 0000 0000000 

00000 1000000 0000 

00000 00000100000 

00 00 0000 000000 1 

1 I I I 1 I 1 1 1 1 ] I I I I I 

xa/ xy^ xz' xt' yx' y y yz yt' zx' zy zt! zt' tx ty^ tJ ttf 

Ces relations, au nombre de 1 1 , se réduisent à 

•r/ = xz^ = xt! =^yx' =^yz =^yt' = zx' =zy' =izt^ =^ tx =iiy^ z=l tz\ 

et Ton voit sans peine (|u'elles ne peuvent être satisfaites que si les 



= 0, 



(•) 
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points m, et M'^ vont tous deux se confondre avec l'un des points m^, 



/»wj A • • « • 'iv~ • 



Ainsi, dans l'hypothèse faite sur les dispositions présentées par les 
points m et par les points m', on ne peut trouver deux systèmes de six 
points distincts donnant une sohition du problème. 

19. Les points m et ni peuvent présenter d'autres dispositions pour 
lesquelles les considérations précédentes ne s'appliquent plus; par exemple, 
les points w,, m^, m^^ m^, m^ étant toujours tels que quatre d'entre eux 
ne soient pas dans un même plan, les points m'^ m'^, m'^, ni^ sont bien les 
sommets d'un véritable tétraèdre, mais le point rn^ est dans le plan m'^, 
/n'j, rn^ : la transformation homographique dont j'ai fait usage cesse dès 
lors d'exister. 

Il serait fastidieux d'examiner tous les cas qui peuvent se présenter, 
et auxquels il est d'ailleurs facile d'appliquer, avec des modifications 
convenables, le raisonnement du n? 18. Je me bornerai à étudier le 
suivant : 

Les points m sont dans un même plan, ainsi que tous /es points ni . 

Nous pouvons faire ^=^'=0 dans les relations (66). Sept de ces 
relations sont alors satisfaites d'elles-mênies, et les autres se réduisent à 



(67) Il X3i! xy xz' yx' xf y^ ^'^' • ^y 



A»<tf 



(«) = ^' 



Étant donnés les cinq couples (/w,, m'J, (m^, m'J, . . ., (/t?^, m'J, on 
peut déterminer le sixième couple (w^, m'^), de telle manière que les rela- 
tions (67) soient satisfaites. Ces relations sont en effet au nombre de 

quatre et l'on dispose des quatre coordonnées 7^? — > ;:r' t^"' 

* *■ * Zll Zll Zm Zm 



Je vais démontrer que ce couple, (m., m'J, est en général unique, et 
chercher à le construire géométriquement. 

Explicitons, à cet effet, les quatre relations (67). L'une d'elles est, 



■.■"v-r^ 
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par exemple, 
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x^x^ 



x^x^ 



^3^3 



x^ x^ 



Xj.œ^ 






^iX, ^\-, Xi^^\ J.J, Ji^i 



= o, 



qui, développée par rapport aux éléments de la dernière ligne, est de la 
forme 

(68) X,(^,,7,,5ja;;H-Y,(a:,, j.,z,)X + Z,(a-,,j,,z,)z;===o, 

oùX^(.r, j, ::), Y,(a?, j, z), Z,(j:, j, z) désignent des expressions linéaires 
et homogènes en x, /, z. 

La relation précédente est visiblement satisfaite par les systèmes x^j 

Xi^^ij ^pX'i^^'ii^=^y ^' 3, 4, 5). 

Les trois autres relations (67) sont de la même forme que (68) et sont 

satisfaites par les mêmes systèmes .r,, /,, :,, x\ y.^ z.. Le problème se pose 

donc, en définitive, sous la forme suivante : 

On donne les quatre équations 

(69) 
(70) 

(70 
(72) 

owX,, Y^, Z,, . . ., X^, Y^, Z^ sont des expressions linéaires et homo- 
gènes en x^ y^ z. Démontrer que ces équations admettent six systèmes 

de solutions en -> t^ b^^ t7' Construire Vun de ces systèmes^ connaissant 

les cinq autres. 



X, 


x' + 


Y, 


y+ 


Z.z'- 


0, 


X, 


•r'-h 


Y. 

à 


y^- 


7 7!- 


0, 


X3 


.f' + 


Y 


./H- 


Z,^ 


0, 


X. 


.r' + 


Y 


./+ 


Z,z'= 


0, 



^ *i dkt <o 
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La première partie du problème se traite aisément; en effet, en éli- 
niinant.r', jr\ z, entre les équations (69), (70), (71), (72), prises deux 
à deux, on obtient les relations 



X. Y, Z, 

Xj Yj L^ 

^3 Y3 Z3 



Xj, Yj Jlj^ 



= 0, 



X 



'3 



X, Y, Z, 



= O 



X. Y, Z, 

Xj Y ji Zij 

X, Y, Z, 

X. Y, Z, 

X. Y. Z. 



X, Y, Z, 



= O 



= O 



qui représentent quatre courbes du troisième ordre, dont les points 
communs ont pour coordonnées les valeurs cherchées de ;r, j, z. Ces 
points sont, en général, au nombre de six seulement. En effet, les deux 
premières cubiques se coupent en neuf points, au nombre desquels se 
trouvent les trois points communs aux coniques 

Y,Zj — Z, Y2= o, ZjXj — X,Z2=o, X^fYj — Y,X2=o. 

Ces trois points n'appartiennent pas aux deux dernières cubiques, qui 
contiennent, au contraire, les six premiers. 

20. Pour résoudre la seconde partie du problème, j'utiliserai quelques 
théorèmes classiques relatifs aux cubiques planes et aux transformations 
birationnelles quadratiques du plan, et que je vais rappeler ici pour 
plus de netteté. 

I® Soit C une cubique plane (sans point double). On peut exprimer les 
coordonnées de l'un quelconque de ses points en fonctions elliptiques 
d'un argument et la représentation peut être faite de telle manière que 
les arguments de trois points en ligne droite aient toujours une somme 
nulle, à une période près. 

1^ Si C et C^ sont deux cubiques planes entre lesquelles on établit une 



• :.t >.^ 



■ I 



4o 



R. BRICARD. 



correspondance birationnelle (pour qu'on puisse le faire, il est nécessaire 
et suffisant que les deux courbes aient même invariant absolu), les argu- 
ments [L et u/ de deux points correspondants sont reliés par la relation 



(73) 



(x = ,u.'+Â- ('); 



3® Soit T une transformation birationnelle quadratique dont les deux 
triangles fondamentaux sont p^p^Pz ^^ P\PiP\ (^^^' point p^ corres- 
pondent tous les points de p'^p^-^ au point pi ^ correspondent tous les 
points de p^Pti etc.). T transforme toute cubique G qui contient les 
points p^^ /?2, /?3 en une cubique C qui contient les points p\^ p[^, p^. 
Si, de plus, on désigne par r^, r^, r, les points autres que /?,, /^j, ^3, où C 
rencontre les côtés du triangle p^p^p^^ par r^ r^, r^ les points ana- 
logues relatifs à C, T fait se correspondre les points /?,, r\ et i\^ p.. Ces 
relations sont indiquées par le schéma suivant : 




Il est facile de former une relation entre les arguments des points p^ , 



(*) A la vérité, on pourrait avoir aussi (ji -+- jjl' =z A*. On ramènera cette relation à Tautre, 
en prenant comme argument, sur la courbe C^ — (a' au lieu de fji'. 

On sait encore que certaines classes de cubiques, les cubiques harmoniques et les 
cubiques équianharmoniq ues, donnent lieu à une autre espèce de correspondance biration- 
nelle, les arguments u et u' de deu\ points homologues étant liés, suivant le cas, par Tune 
ou Taiitre des relations 

// zi: iu' y u zzzbiU', 

où ta désigne une racine cubique imaginaire de funité. Je suppose que les cubiques envi- 
sagées n^appartiennent à aucune de ces deux classes. 
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p^^ /;,. Désignons, à cet effet, par tS^., ts^., p,., p^. les arguments respectifs 
des points/?,, p\^ /•,., r.. On a les relations 

'^K +- P8 -+- ^2 — O, d'où p8 = — ^* — ^2 J 

^|-+'Pa+ ^3 = 0> d'où p2 = — '^1—^81 

et, par suite, 

îitJ, = p3 -t- Â- = — Ttf , — -O, H- Xr, 

vi^ = p, H- Â- = — ts, — TS, + X-, 

d'où enfin 

o = ^1 + Pi + ^1 = — 'CS, — Ti^2 + ^ + «, + Âr — tS, — -©3 H- X-, 

ce qui se réduit à 

(74) ts, ^t«J, + t33 = 3A-; 

4"^ J'établirai enfin la proposition suivante : 

Soient m et ni deux points variables sur les courbes C et G ^ leurs 
arguments étant reliés par la relation 

et soient sur les mêmes courbes deux points fixes a et a\ dont les argu- 
ments a et a! satisfont à la relation 

cl' =• CL — 'ik. 



Les droites am et a m engendrent deux faisceaux homographujues . 

Il sufHt d'établir qu'à une droite am ne correspond qu'une droite a' m'. 
Or, désignons par n le troisième point de rencontre de C et de am, et 
par V son argument. On a 

V = — a — {!., 

y. E. p., 2« s. (C. n* 11). 6 
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d'où l'on tire 
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(v -h k) -f (;x -+- k) -+- (a — ik) = o, 



ce qui prouve que la droite joignant le point a' au point /^' deC, dont 
l'argument est v-f-A, se confond avec a^rri. La proposition est ainsi 
démontrée. 



21. Cela posé, désignons par C la cubique 



X, Y. Z 



Y Y 7 

■* » A 2 2 

^8 Y3 Z3 



= O. 



Les points m,, ///j,, . . . , m,, appartiennent à la cubique C, comme on 
Ta vu au n" 19. Je désignerai leurs arguments elliptiques par a, , fXj,, . . . , 

On tire des relations (69) et (70) 



(7^) 



X' 



y 






\ \ Là'i — /jf 1 2 ^\ ^2 — -^1 ^2 -^1 *■ 2 — *■ I -^; 



Les formules (76) définissent une transformation quadratique T, dont 
nn des triangles fondamentaux a pour sommets les trois points/?,, /p^, p^^ 
communs aux coniques 

Or ces trois points appartiennent, on l'a vu, à G. Les formules (76) 
font donc correspondre à G une certaine cubique G', qui contient les 



(*) Je suppose qae C n^a pas de poinl double. Dans le cas contraire, on introduirait, au 
lieu d^ai'guments elliptiques, des arguments rationnels l tels qu^on ait, pour trois points en 
lijjne droile, 

soit Xlog/^o, soit }i/=:o. 

Les résultats ne seraient pas modifiés. 



. T • . •^1^.1^ 
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points m p m.,, 
On a 



. .j/w'^. Soient {Xp x^, . . ., a'^ les arguments de ces points. 

IL — IL, i=z jjj — a« = . . . = f/.' — u.. = Â\ 



k désignant une certaine constante. 

On a donc, entre les arguments T«J,, rtf^, tS,, des points/?,, p^j /?,, ia 
relation (74)- 

Mais les points p^ , p^-t P^ constituent, avec les points m^^ m^, . . ., m^, 
les points communs à C et à la cubique 



X. Y. Z. 

\ j Y 2 /jj 

X, Y, Z, 



= o; 



on a donc 



tSJ, H- tS, + T3, -h {/., -h |x. H- u,, -h a, -h {X, H- jx, = o, 



d'où enfin, en tenant compte de (74)? 



(76) 



f^i -i" S H- f^, + f^. -H f^» H- (^« = — 3^ 



Si, réciproquement, les arguments de six points de C, m, , m^, ..., m^ 
satisfont à la relation (76), ces six points et ceux qui leur correspondent 
sur la cubique C dans la transformation définie par la relation (78) satis- 
font aux conditions du problème. Nous pouvons donc énoncer le résultat 
suivant : 

Soient C et G' deux cubiques planes ^ ayant même invariant absolu, 
entre lesquelles on établit une correspondance birationnelle définie par la 
relation entre arguments elliptiques 

fjf/== \L-{- k. 



Désignons par m^^ m^^ . . .^ m^ six points de C dont les arguments 



■l 



' • 
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satisfont à la relation 

et soient rn'^, m'^, . . ., n/^ les points correspondants de C. Les égares 
constituées par ces deux sextuples de points peuvent être liées dans 
un D. S. inconditionnel. 



22. Il reste à indiquer la construction du couple (m^,, ra^)^ connais- 
sant les cinq couples (m,, m'J, . . ., (m^, m'J. 

A cet effet, désignons par n le sixième point d'intersection de la 



Fig. a. 





frve 



ftVg 



cubique G par la conique qui contient les points m'^ to'^, m^j w\^ m'^; et 
soit V l'argument du point n. 
On a 

V = — (;/ — ,<— f^;— (/.; — u.; = - (fi., + u., + u., + ^l, + {xj — 5x-, 



d*où, en vertu de la relation (76), 



^ = f^6 



— 2.k. 



On en conclut, en vertu du théorème énoncé à la fin du n** 20, l'éga 
lité entre rapports anharmoniques 

mJm.m^m^m.) =^n(m'm'm'm') =m (m\m[nim\). 
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Gela posé, il existe une transformation homographique qui fait corres- 
pondre aux points m'^ nî^^ m^^ ni^ les points m,, m^, TOj, m^^ respecti- 
vement. Soit rri^ le point qui correspond à m^^ dans cette transformation. 

On a 

m^ {m\ m^ m^m^) ^= m'^ (m\ m^ m^ m\ ) , 

d*où enfin 

Les points m^^ m^j m,, m^j m^j //i^, sont donc sur une conique. 

On peut permuter, dans ce raisonnement, les rôles assignés aux points 
d'indice i , 2, . . ., 5, et Ton arrive à ia construction suivante : 

Considérons la transformation homographique qui fait correspondre 
aux points m^ nî^^ ni^y m\y respectivement les points m^, m^, Vn.,, m^, 
et soit ni ^ le point qui correspond à m'^, dans cette transformation. Con- 
struisons la conique Tj qui contient les points m^^ m^, m,, m^^ m\. Il 
existe quatre coniques analogues F,, F^, F,, F^, que Von obtient en per- 
mutant les rôles assignés aux points d'indices i, 2, 3, 4> 5. Les cinq 
coniques F se coupent au point cherché m^. On obtient le point m! par 
une construction analogue. 

On voit que, si les points m\,ni^, ... , m'^ correspondent aux points /w.^, 
m,, . . ., m^y dans une même transformation homographique, les cinq 
coniques F sont confondues. On retrouve ainsi le théorème V. 

23. On peut simplifier la construction précédente en évitant le tracé 
de coniques. • 

Considérons, en effet, les deux coniques F^ et F^, la première, définie 
par les points m^, w^, m,, to^, m*, la seconde parles points ;n,, m,, m,, 
m\j m^. Les deux coniques F, et F^ se coupent aux points /yi, , w,, m,, 
m^. On a la suite d*égalités suivantes entre rapports anharmoniques [la 
seconde de ces égalités provient de ce que les deux systèmes de points 



. r 



'.'•^ ::B 
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(/?!,, m^, /7I3, TO^, /7i*), (/yi^, //Zj, //ig, //i^^, mj) sont tous les deux des 
transformées homographiques du système (m'^ w'^, m'^, m'^, '^5)] • 

on voit donc, en rapprochant les membres extrêmes, que le point m^ est 

Fig. 3. 




sur la droite m^m\. Il est de même sur m^ni[^ et sur les droites analogues. 
Le point m^ est donc le point commun aux cinq droites m^m\ 

Les constructions données aux ii""' 22 et 23 avaient été signalées par 
E. Duporcq. 

CHAPITRE V. 
Un D.S. a cdbiques planes liiées. 

24. Si C et C sont deux courbes planes liées, ce sont nécessairement 
deux courbes d'ordre trois au plus, à moins que les deux plans de Cet G^ 
ne soient liés tout entiers. En effet, si C par exemple est d'ordre supé- 
rieur à trois, une droite D^ quelconque coupe cette courbe au moins en 
quatre points m^ m^j m^^ m\y dont chacun est lié à un point fixe delà 
courbe C. Il en résulte, en vertu du théorème II, que tout point de D' 
est lié à un point fixe, et, comme D^ est arbitraire dans le plan de la 
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courbe G', on voit bien que tout point de ce plan est lié à un point 6xe. 
Des courbes planes liées ne peuvent donc être que des droites, des 
coniques ou des cubiques. Les deux premiers cas donnent lieu à des D. S. 
inconditionnels qui ont été étudiés dans le précédent Chapitre; je vais 
montrer, dans celui-ci, l'existence d'un D. S. à cubiques planes liées, qui 
m'a semblé présenter un intérêt particulier, en raison des considérations 
géométriques simples qui y conduisent. 

25. Considérons, en premier lieu, un triangle abc fixe et une droite D 
variable. Construisons le triangle a' b'c' symétrique du triangle abc par 
rapport à-D. 

Fig. 4 




On a visiblement les relations de longueurs : 

bc =■ cb , ca' =^ «</, ab' = ba' . 

Le triangle a b'c est une Hgure de grandeur invariable dont la position 
dépend de quatre paramètres. Je puis donc déplacer ce triangle en l'assu- 
jettissant à trois coi:ditions. Je choisirai celles qui sont traduites par les 
relations 



(77) 
(78) 
(79) 
(80) 



' -*-B6(.' +Cn' =K,). + K„ 
{>v! =cb' =A,>-f-A,, 
ca' =^ac' :=B,^-t-Bj, 
âï''=«<?'=C,l-t-C„ 



im A, B, C, K,, K,, A,, B,, C,, A,, B,, C, désignent des constantes arbi- 
traires, Xun paramètre variable. 

Je vais montrer qu'il existe, dans le plan (a'b'c)y une infinité simple 
de points dont chacun est lié à un point du plan (abc). 

Soient, en effet, m et m' deux points appartenant respectivement au 
plan (abc) et an plan [a'b'v!). Je désigne par ot, |3, y 'es coordonnées 
harycentriques du point m par rapport au triangle abc, c'est-à-dire des 
quantités proportionnelles aux masses qu'il faut affecter aux points a, 
/), c, pour que le centre de gravité de ces masses soit le point ni. Soient 
de même a', p', y' les coordonnées barycen triques du point m' par rapport 
au triangle a'// 6-'. 

On a, d'après un théorème connu (théorème de Stewart), 






- ^bm' - 



^■)-.H„ 



de même 



■^\c(.'aa' -h ^'ab' H- -fac' ) -j- H,, 



et des expressions analogues pour bni' et cm' . On a donc finalement 

(8') ^"=(ïT?TrtT7T?T7) 

X\a.<x.'aa' -h^fi'bb' -(-■(■/'''-' -h^Y^*^' 

-i-f^'cb' -^-{ofca' -hCLYac' H-afi'aè' H-fia'ia' JH-H,. 

Dans ces relations, H,, H, et H, désignent des constantes qui ne 
dépendent pas de la position relative des triangles abc, a'b'c'. 

Cela posé, supposons que a, p, y, a', p', ■/ satisfassent aux relations 

(82) aa'= A, ^p'^ B, 7/= C. 

La relation (81) pourra alors s'écrire, en tenant compte des rela- 
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lions (77) à (80), 



(83) mm' =j^^^_^^^^^^,^r^,_^^^ 



H désignant une nouvelle constante ; m,m' sera donc constant si l'on a 

(84) K. + AXP/+tPO + R|(T«''+«'/) + <^.(«'P' 4-^^0 = 0. 

Les relations (82) et (84) sont au nombre de quatre. Mais, comme a, 
P, Y d'une part, a', P', •/ de l'autre ne sont définis qu'à un facteur con- 
stant près, on peut supposer que l'une des relations (82) est identique- 
ment satisfaite (en faisant, par exemple, a = a'=y/Aj. On voit donc 

que m/?z' sera constant si trois conditions seulement sont satisfaites par 
les deux points m et m\ La proposition que fanais en vue est donc 
établie. 



Il reste à reconnaître quelle est la nature des deux courbes liées F 
et F, qui sont lieux respectivement des points m et m' . La courbe F s'ob- 
tient en éliminant a', P', y' entre les relations (82) et (84)» ce qui donne 

(85) A, a(B[3^ -f- Cf ) + B, P(Cf + Aa^) 

C,Y(Aa^-4-B(iî*)+K,apY=o. 



La courbe F est donc une cubique circonscrite au triangle ahc. Les 
points a,, 6^, c^ où F rencontre les côtés de ce triangle, en dehors des 
points a, 6, c, sont sur une même droite, dont l'équation est 

Aa BS . Cy 

Â7-^B7 + c7 = ^- 

Il est clair, en raison de la symétrie des formules (82) et (84)» et de 

/. E. P., îi*8. (C.nMl). 7 



• ^"-^i^, 



• ■r-L 
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régalité des triangles ahc^ a'V c! ^ que la courbe Y' est une cubique égale 
à r, et située par rapport an trianjj;le ciV c! comme F Test par rapport 
à abc. En particulier, F' rencontre les côtés du triangle a'h'c'y en dehors 
des sommets, en trois points «/, h\^ c\ qui sont en ligne droite. Enfin F 
et F' sont symétriques par rapport à D. 

Il reste à définir la correspondance qui existe entre les points liés m 
et m\ Rn ayant encore recours aux arguments elliptiques, on a, avec les 
conventions et les notations du n® 20, 

k étant une constante. En effet, la correspondance dont il s'agît est bira- 
tionnelle, en vertu des formules (82). 

La constante k nest pas quelconque. Pour le faire voir, remarquons 
que le point a est lié au pointa^. En effet, si Ton fait dans les relations (8'-*) 

(3 = Y=o, 
il vient 

De même {b,h\), (^,<), (ft>,), (/^/^), {c\e,) sont des couples de 

Fie. h. 




points liés {voir, pour plus de commodité, le schéma ci-dessus, où les 
liaisons sont figurées par des traits en pointillé). 

Cela posé, désignons par {a) l'argument du point a sur T : c'est aussi 
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l'argument du point o! sur V . Employons pour les arguments des autres 
points des notations analogues. Les lignes droites de la figure donnent les 
relations 

(«) ■\-{b) H-(r,) =o, 

d'où l'on tire, par une combinaison simple, 

'2[(a) + (/.)-h(c)J = o, 
et, par suite, 

(87) (a)-t-(/^)-f-(c) = une demi-période. 

Cette demi-période doit être distincte de zéro^ puisque les points a^h^ c 
ne sont pas en ligne droite. Je la désignerai par co. 

On a alors, en comparant la première des relations (86) et la relation (87) , 



(^,J = (a;) = (r/.) — CD. 



Donc, en général. 



4 I 



Ainsi les points m et m' ont (les arguments qui différent d^ane demi- 



Fig. 6. 




période. Si l'on désigne par m, le point de F qui est symétrique du 
point m' par rapport à la droite D, les points m et m, sont en correspond 
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dance steinérienne, c'est-à-dire que les tangentes à F en m et en m ^ vont 
se couper sur la courbe. C'est là un résultat classique qui résulte immé- 
diatement de la relation 

26. Il suffit maintenant de quelques mots pour démontrer le théo- 
rème VI, dont je reproduis l'énoncé : 

Soient T une cubique plane quelconque fixe ^ m et m^ deux points de 
cette courbe, y constituant un couple steinérien. 

Construisons la cubique F', symétrique de F par rapport à une droite 
quelconque de l'espace, et soit in le point de V qui est symétrique du 
point m^. On peut déplacer V\ en liant tous les couples de points ana^ 
logues à m^ ni . 

• 

Déterminons, en effet, sur F trois points a, b^ r, dont les arguments 
satisfassent à la relation 

{a)-h{b)^ (r) = co. 

Si a,, 6,, c, sont les points de rencontre, autres que a, />?, r;, de F et 
des côtés du triangle abc^ on a 

(«.)H-(^)H-(^-,)=-[(^)-4-(c')]-[(c)-l-(«)I 

et par suite les points a,, 6^, c^ sont en ligne droite. 

La cubique F, rapportée au triangle abc^ aura, en coordonnées bary- 
centriques, une équation qui peut toujours être ramenée à la forme (85). 

Cela posé, on construira le triangle a b' c\ symétrique du triangle abc 
par rapport à la droite dont il est question dans l'énoncé, et l'on dépla- 
cera ce triangle de manière à satisfaire au\ relations (77) à (80), où les 
coefficients A, B, C, A^, B,, C^, K, sont ceux qui figurent dans l'équa- 
tion (85). Les coefficients Kj,, A^, B^, C^ doivent être déterminés de 
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telle manière que, pour une valeur particulière de \j par exemple X = o, 
les premiers membres des relations (77) à (80) prennent les valeurs cor- 
respondant aux conditions initiales choisies. 

Dans ce déplacement, il est clair que les cubiques liées dont on a 
reconnu r existence se confondent nécessairement avec les cubiques V etV 
de i énoncé (*). 



CHAPITRE VL 
Les D. s. a espaces lies. 

27. Je me propose de rechercher le D. S. le plus général dans lequel 
la figure (F') est constituée par tous les points d'un espace. Ainsi, tout 
point m' entraîné avec le trièdre Ql x' y' i! est lié à un point m fixe. 

Si la figure (F) constituée par les points m ne remplit pas elle-même 
tout l'espace, il y a dans la figure (F') une infinité de points qui sont liés 
à un même point fixe, c'est-à-dire qui décrivent des sphères concen- 
triques, et le mouvement de (F') est nécessairement une rotation autour 
de ce point. On peut dès lors énoncer immédiatement les résultats sui- 
vants : 

1® Si la figure (F) se réduit à un point unique, le mouvement de (F') 
est une rotation (à trois paramètres) autour de ce point; 

2^ Si la figure (F) a au moins deux points à distance finie, elle est 
constituée par la droite qui joint ces deux points, et le mouvement 
de (F') est la rotation autour de cette droite; ^^ 

3** Si la figure (F) est rejetée tout entière à l'infini, alors tous les 
points de (F') restent dans des plans fixes, et Ton est ramené au pro- 
blème I de M. Darboux (n"" 5). 

Écartons donc ces cas, et supposons que (F), comme (F'), est consti- 
tuée par tous les points d'un espace. 

(*) Voir plus loin (n° 31) un autre D. S. à cubiques planes liées. 
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Considérons les points à l'infini de la 6gure (F); ils sont liés à des 
points de (F') dont l'ensemble peut : 

i"" Constituer une surface (G'); 

2" Constituer une courbe C; 

3" Être réduit à un point unique O'. 

Dans le premier cas, la surface (G') possède une courbe à l'infini, dont 
chaque point est relié à un point à l'infini de (F). En d'autres termes, il 
existe dans (F') une infinité de directions dont chacune est liée à une 
direction fixe Comme on l'a vu au n"" iO, cela exige qu'il y ait dans (F') 
une direction fixe. 

Dans le deuxième cas, tous les points de C/ sont liés à une infinité 
de points fixes, à l'infini. Donc chacun de ces points décrit une droite. 

Soient alors m' et n' deux points de C, M et N les droites qu'ils 
décrivent respectivement. La droite m' n' fait évidemment un angle con- 
stant avec un plan, parallèle à la fois à M et à N, c'est-à-dire que la direc- 
tion m! n' est liée h une direction fixe. 

Si la courbe G ne se réduit pas à une droite, les directions telles 
que m'n' sont en nombre infini, et l'on est amené à la même conclusion 
que dans le premier cas. 

Si la courbe 0/ se réduit à une droite, toutes les droites telles que M 
sont parallèles entre elles, comme on le voit très simplement, et la direc- 
tion de G est fixe. 

Enfin, dxins le troisième cas, le point O', lié à tous les points à l'infini 
de (F), est fixe, et le mouvement de (F') est une rotation autour de ce 
point. 

En laissant de côté ce dernier cas, on voit quil y a nécessairement 
dans (F') une direction fixe ( * ). 

(*) Le second cas conduit à étudier le mouvement d'une figure (G') dont tous les points 
décrivent des droites. On trouve aisément que la figure (G') est nécessairement constituée 
par un cylindre de révolution qui roule à l'intérieur d'un cylindre de rayon double, 
U»e ellipse tracée sur le cylindre mobile engendre alors, comme on sait, un cylindroîde ou 
conoïde de Plucker. 
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28. Je prendrai les axes Oz et O'z' parallèles à cette direction fixe. En 

désignant par cp langle (Or, Q'x')^ le Tableau des cosinus directeurs se 

réduit à 

a= coscp, [3 = sin(p, y=:o; 

a' = — sincp, [3' == coscp, y' = o; 

a''=. o, (3^=o, y"=i, 

et réquation fondamentale de liaison s'écrit 

(88) ^»-Hv,^-H^^_2.r^— 2JÏ1 

H- 5t.r'(^cos(p 4- Ti sincp) -h 2j'( — ^sincp -h r^ coscp) 
= 2 (z — z') C -h 2 {xx-^yy)cos^ 4- a(jx' — t.ry')sincp H- ^zz-\-h. 

Le mouvement doit avoir lieu de telle manière qu'à tout système 
[x\ y ^ z) on puisse faire correspondre un système {x^ j, z), tel que la 
relation (88) soit satisfaite. 

Considérons cinq relations (88), auxquelles donnent lieu cinq couples 
de points liés. Nous formons ainsi cinq équations linéaires par rapport 
aux quantités 



ç^ + Ti^4-s% Çi T|, Ccoscp + 71 sincp, — ^sincp ^-/^coscp. 

Si le déterminant des coeflicients est nul, quels que soient les cinq 
couples de points choisis, c'est qu'im couple de points liés quelconques 
satisfait à une relation de la forme 

A^ + B.r + A'^' 4- By + C = o, 

où A, B, A', B', C sont des constantes non toutes nulles. On voit, d'après 
la forme de cette relation, que si le point m! s'éloigne à Tinfini, dans ime 
direction autre que celle de O'z', le point m s*éloigne aussi à l'infini, clans 
une direction autre que celle de Oz. Autrement dit, il existe dans les 
figures (F) et (F') une infinité de couples de directions liées dont aucune 



VW>^* T ■ 



fTi'^^^^T^r^^. 
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ne se confond avec celle de Oz ou de (Xz'. Cela exige évidemment que 
r orientation du trièdre Ql a! y tI reste fixe-^ et le mouvement de {¥') est 
une translation. Il est clair que, si cette translation est telle qu'un point 
de (F') reste sur une sphère, il en sera de même pour tous les points de 
cette figure. 

Ecartons ce cas sans intérêt. Alors les cinq équations considérées 
peuvent être résolues, et Ton a des expressions de la forme 



(89) 



"9 


/, coscp + m, sincp -h a/., C -H/?, , 


« 

T| — 


/j coscp 4- m, sin 9 + /?a C + /^a ? 


^coscp -f-r, sincp 


/, coscp H- m, sincp H- ai, ^ -h y?,, 


\ sincp -hr, coscp 


/^ coscp -h m^ sincp -h //, ^ 4-/?«, 


e+v-hC^- 


Zj coscp -h m^ sinç 4- /?5 Ç -h 7^5. 



On peut, en choisissant convenablement les origines O et O', faire 



P,=P2 = ^^ 



L'élimination de ç, r^ entre les quatre premières relations donne 



(90) Z, cos^cp H- An^sin^cp -f- (aa?, + /^ ) sin cp cos cp — Z, coscp 

— /??5 sincp — /^-f- (^, coscp 4-/1^ sincp — aï,) ^ = 0, 
et 

(91; /, cos^cp — m^ sin^cp 4- (m^ — /J sincp coscp — /^ coscp 

— 77?^ sincp — p^-\- (aIj coscp — n^ sincp — a?^) s = o. 

Ces deux relations doivent être identiques, sans quoi Tangle cp satis- 
ferait à une relation à coefficients constants. On est conduit à un calcul 
des plus simples dont il suffit d'indiquer les résultats. 

1*" On peut assurer l'identité des relations (90) et (91) en faisant 



l, = — n,Uy 



m^ = — n^Vy 



/a = — A^,W, 



AAij = — Aî, p. 
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On aura alors 

^= i^coscp H- i^sin<p -h (v, 

w, ify co étant des constantes. Les deux premières des relations (89) se 
réduisent alors à 

et la cinquième devient 

{n\-\- n\)w^ -^ (i^coscp-h (^sincp -4- (v)* 
= /jcoscp-h m, sincp h- Ai5(/^coscp -f- i^sincp -|-(v) -4-^,. 

Cette relation ne peut être identiquement satisfaite que si Ton a 

W = i; == O 

et, par suite, 

^ = const. 

Ainsi le point O^ est fixe, et nous retrouvons encore comme solution 
Ui rotation autour d'un axe fixe. 

2"* Les relations (90) et (91) peuvent encore être identifiées si Ton a 

/a4-/W| /W2 — 1% /I2 — ^1 

ce qui exige, du moment qu'on se borne à la recherche des D. S. réels, 

mj = /,, /j, = — m,, /i^ = Aj, = o. 

On a donc 

ç =z= /^ cos<p 4- fTi^ sin(p, 

71= — A?i, cos<p-h /, sincp, 
et l'on en conclut que le point dont les coordonnées par rapport au 

JE. p., u-8. (C, n» 11 >. a 



* 






.PT» 
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trièdre O'j/yz sont 

— /,, m,, o, 

se confond avec le point O. En transportant en ce point Torigine O', on 
aura 

(92) l = r, = o. 

Ainsi Vaxe Ql ^ glisse sur Vaxe Oz. Il est maintenant facile de voir 
que, si ce glissement s'effectue de telle manière qu'un point A' de la 
figure (F') soit lié à un point fixe A, tout point de (F') est aussi lié à un 
point fixe. 

Nous pouvons, en effet, supposer que les points A et A' sont sur 
les axes Ox^ O'x' j de telle sorte que leurs coordonnées respectives 
sont : 

pourA^ = (a, o, o), pour A'= (a', o, o). 

Si nous faisons dans la relation (88) 
a' = a, j = 2; = o, a/=a', ^^=^'=0, $ = 71=0, 

il vient 
(98) ^* =: aaa'coscp -h A, 

et, dans le mouvement défini par les formules (92) et (98), on voit que 
tout point {x\ y ^ z') est lié au point (^, J, z) qui lui correspond par les 
formules 

xxf '-\- yy = aa\ yxf — j:y=o, z — z' = o, 

ou 

aa' x' an' y / 

L'interprétation géométrique de ces formules est aisée : tous les points 
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de (F') qui sont dans le plan (P') dont l'équation est 

sont liés à des points situés dans le plan (P) dont Téquation est 

Si, déplus, on amène d'une manière convenable le plan (P') à coïncider 
avec le plan (P), les points de ces deux plans qui étaient liés deux à deux 
se correspondent dans une inversion de module (w! . 

Le théorème IX du n"* 3 est donc complètement établi. 

Dans ce mouvement, tous les points décrivent des biquadratiques, inter- 
sections de sphères et de cylindres de révolution. 

Une droite de la figure mobile est liée en général à une cubique 
gauche, et son mouvement est identi(iue à celui qui a été défini au n^ 12 
(p.23)C). 



CHAPITRE VIL 
Recherches générales sur les D. S. 

29. Pour trouver de nouveaux D. S. on peut procéder de la façon 
suivante : 

Écrivons la relation fondamentale de liaison entre sept couples de 
points (^,, J,, ^,), i^'pXp ^i)? appartenant respectivement à (F) et à (F'); 
nous formons ainsi un certain système d'équations linéaires par rapport 
aux quantités 

(Q) Ç'4-'^'4-C% ^, '/i, C, açH-Px-hyC, a'^H-..., a'';4-.... 

(*) Le problème des D. S. à espaces liés a été traité aussi par MM. Andrade {Comptes 
rendus, 6 juin 1904, t. CXXXVllI, p. i4o4), et par M. Le Roux (Bulletin de la Société 
scientifique et médicale de l'Ouest, t. XIll, n*» 1, 1904). 
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Admettons sans discussion que le déterminant de ces équations 



est difierent de zéi'o (*). Alors on peut résoudre le système par rapport 
aux quantités (Q), ce qui donne pour chacune d'elles une expression 
linéaire en a, . . . , y^. 

Nous sommes donc amenés à traiter tout d'abord les questions sui- 
vantes : 

Trouver des /or mules définissant un mouvement dans lequel les sept 
quantités (Q) sont /onctions linéaires des cosinus a, . . . , y''. 

En introduisant les variables d'Olinde Rodrigues, on peut dire que les 
sept quantités (Q) doivent être de la forme 



X^ -h »JL^ -f- V-^ -h p2 



F désignant un polynôme homogène du second degré. Ainsi, en désignant 
par P, Q», R, P,, Q,, R,, S, de tels polynômes, et en posant 

(9/0 S = X»H-|x'^>v»H-p% 

on doit avoir 

(95) ^=g, T, = f, C=s. 

(97) $^ + V+C^=|. 

(*) Si ce déterminant est nui, quels que soient les sept couples choisis de points liés, les 
coordonnées de deux tels points donnent lieu à une relation (au moins) de la forme 

A 4- B^ + C7 H- D^ -+- B':r'+ G y -t- D'^' = o; 

« 

et cette relation entraîne Tune des deux, conséquences suivantes, évidemment d'un carac- 
tère exceptionnel : ou bien Tune au moins des figures (F) et (F') est plane, ou bien les points 
à l'infini de Tune d'entre elles sont liés aux points à Tinfîni de Tautre. 




LES DEPLACEMENTS A TRAJECTOIRES SPHERIQUES. 



..r (X'-p--v'+p-)P + 2(V^»o)Q + 2(X.+ w)R 

''■— s 

_ 1' , „ l.().l' + 1.Q + vR) + p(pP - vQ + r") 
— S "*" S ' 



rét (les expressions analogues pour a.'^ + P'r, -4- /Ç, »*"$ -f- ^"71 -(- y C 
Les relations (96) peuvent donc s'écrire 

(98J MAI' + aQ + vR) + pCpl' - ' Q + FR) = ;(P + P.)S, 

(99) K^P + p.Q+ vR) + p(pQ- iR -H , P)= i(Q + Q,)S, 

(100) v(iP 4- nQ + vR) + p(pR— (J.P + XQ) = j(R + R,)S, 

auxquelles il faut adjoindre la relation (97), qui s'écrit 

(101) P' + Q'-)-R" = SS,. 

Ajoutons menibreà membre les relations{98), (9g), (100), multipliées 
respectivement par P,Q, R; il vient, en tenant compte de (loi), 

()iP-l-(iQ + vR)" = TS, 

où T est un polynôme du quatrième degré. Cette relation sera satisfaite si 
l'on a 



{103) 



XP + (iQ + vR= — DS, 



D étant linéaire. En portant cette valeur de >P+[jLQ-t-vR dans les 
relations (9H) à ( 100), on voit que les trois polynômes 



p(pP_vQ+(.tR), p(pQ->.R-t-vP), p(pR-iiP-l-XQ) 
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doivent être divisibles par S, ce qui aura lieu si Ton a (* ) 

(io3) pP_vQ-h(i.R = AS, 

(io4) pQ — XR-+-vP=BS, 

(io5) pR_fi.p^«XQ = cS, 

A, B, C étant linéaires en X, (/., v, p. Les relations (loa) à (io5), mul 
tipliées respectivement par — p, >., {x, v, donnent 

(io6) AX-hB(JLH-Cv-+- Dp = Q. 



Réciproquement, supposons les paramètres X, {/«y v, p liés par la rela- 
tion (io6); les relations (io3), (io4)et(io5), résolues par rapporta P, 
Q, R, donnent par un calcul facile 

P=— D>^ H-Bv _C(jL-^Ap, 

(107) { Q=— Dfjt.-hCX — Av -hBp, 

R =— Dv -h Au. — m H-Cp. 

« 

On trouve ensuite 

P, =— DX — Bv -HC{Jt.-|-Ap, 

(108) { Q,=— Dix — ex -h Av H- Bp, 

R/=— Dv —A.a-hBX -|-Cp, 

et enfin 

(109) S, = A^^-B^-hC'^-D^ 

En résumé, supposons que X, (/., v, p satisfassent à la relation (106), 
01^ Ay B, C, D désignent quatre expressions Linéaires et homogènes 
en A, (JL, V, p. Cette relation, les formules d^Olinde Rodrigues et les 



(^) Il en sera encore ainsi si p est nul. Cette hypothèse sera examinée au Chapitre Vlll. 
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formules (96), oh les polynômes P, Q, R sont définis par Ips rela- 
tions (107), définissent un mouvement à deux paramètres, dans lequel 
les relations (96) et (97) sont satisfaites, P,, Q,, R, é?^ S, étant définis 
par les relations (108) et (109). 

30. Cherchons maintenant à déterminer un mouvement, défini par les 
formules précédentes et par une autre relation convenablement choisie 
entre les cosinus a^ , . . . , y^, de manière à obtenir un D. S. 

Exprimons, à cet effet, la liaison de deux points /n^(a?^, y^^ z^) et 
m'(j7|^,y^,z'^). En remplaçant dans l'équation fondamentale les quan- 
tités (Q) et les cosinus par leurs valeurs en fonction des paramètres X, 
fJL, V, p, on obtient une relation de la forme 

(110) /(X,fx,, V, p) = o, 

yétant homogène et du second degré. Cette relation et la relation (106), 
supposée distincte, définissent la courbe commune à deux quadriques, si 
Ton y regarde X, }jl, v, p comme coordonnées homogènes d'un point de 
l'espace. 

Toute autre liaison de deux points m^x^y^z) et m'[af ^y ^z') se tra- 
duira par une relation analogue à (1 10), représentant une nouvelle qua- 
drique (R); cette relation devra résulter des relations (106) et (110). 
y4utrement dit, la qnadrique (R) devra contenir tout ou partie de la 
courbe commune aux quadriques (106) e^ (i lo) (*). Appelons C la partie 
de cette courbe commune que doit contenir (R). On est amené à distin- 
guer les cas suivants : 

i^ C est une biquadratique gauche; 
'x'' C est une cubique gauche; 



(}) Si la relation (110) n^est pas distincte de (106), on peut imaginer qu^entre les para- 
mètres X, (X, V, p existe une nouvelle relation, d^un degré quelconque. Alors (R) doit être 
identique à la quadrique (106). Je ne chercherai pas les D. S. auxquels pourrait conduire 
Texamen de ce cas particulier. 
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3^ C est une conique ; 
4** C est une droite. 

1* Dans le premier cas, la quadrique (R), devant contenir une biqua- 
dratique gauche, est assujettie à huit conditions. Or (R) ne dépend que 
de sept paramètres, à savoir, les coordonnées x^ y^ s, x\ y y z' des 
points m et /n', et la distance rnnz , On ne doit donc pas s'attendre à 
trouver, en dehors des points m^ et ni^j de couples de points liés; une 
telle circonstance^ ne pourrait se produire que dans un cas exceptionnel, 
et je n'ai pu réussir à obtenir de tels cas, ou à démontrer qu'ils sont 
impossibles. 

2** La quadrique (R) est assujettie à sept conditions. Il y aura donc un 
nombre fini de couples de points liés. Exceptionnellement, il peut s'en 
tiouver une infinité; on est ainsi conduit à un D. S à courbes liées : je 
donnerai plus loin un exemple d'un tel cas. 

3" La quadrique (R) est assujettie à cinq conditions. On trouvera 
donc une infinité double de couples de points liés ; on est ainsi conduit à 
des D. S. à surfaces liées, qui feront l'objet d'une étude approfondie au 
Chapitre VIIL 

4"^ Les paramètres X, (jl, v, p satisfont à deux relations linéaires qu'on 
peut ramener à la forme 

v = o, p = o, 

et le mouvement du trièdre O'^j/z' est une translation. 

J'ai laissé de côté l'étude de ce dernier cas. Les figures liées, dans un 
tel D. S., sont des cylindres , comme il est évident a priori (*). 

31. Il résulte de ce qui précède que c'est l'étude du troisième cas 
(C est une conique) qui m'a paru la plus féconde en résultats intéressants. 



(*) Le D. S. à espaces liés» étudié au Chapitre précédent, appartient à la catégorie des 
mouvements pour lesquels le point (X, fx, v, p) décrit une droite; mais C n'est pas une fooo 
Uon rationnelle de X, (jl, v, p. 
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Avant d'y arriver, je vais donner un exemple relatif au deuxième cas 
(G est une cubique gauche). 

Faisons à cet effet, dans les formules (107), 

A = 2^p, B = 2av, G = D = o, 

a et b étant des constantes quelconques. Les valeurs obtenues pour les 
polynômes P, Q, R, P,, Q^, R,, transportées dans les expressions (9 5), 

(96) et (97), donnent 



(lio) Ç = 2 ô— ^» 71 = 2^ Q"^' ^ = 



b up — aXv 

2 ' ' o y 



a^H-PYl-hY; = 2 g — ^, 

(III) ]a'^+P^Yl + /C = 2^^^^, 

et la relation (106) devient 

(11 3) a{JLv -4- 6Xp = o. 
Assujettissons, en outre, X, (jl, v, p à vérifier la relation 

(11 4) X(A-f-//i(i.)4-v(/?vH-rp) = 

où /, ra^py r sont encore des constantes arbitraires. 

Les quadriques (i i3) et (i i4) ont visiblement en commun la droite 
^ = o, V = o. Assujettissons le point >., {x, v, p à décrire la cubique 
gauche G qui forme le reste de leur intersection et qui appartient ainsi à 
la quadrique 

(i i5) ûf{x(/X-|-/n.(JL) — ^p(/^v -+-rp) = 0; 

J.E. P., 2* s. (G. nMl). 9 
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les formules définissent un mouvement à un paramètre qui est un D. S., 
ainsi que je vais le montrer. 

Ecrivons, à cet effet, Téquadon de liaison des deux points m (ar«jr, o) 
et m{x\y^ o), qui appartiennent respectivement aux plans Ox^ et Ql j^j^z 

(i i6) ç* + T,*4- C*— 2j:^— ayr, -h !ij/(açH- pr, +7^) 

— ixx'(L — ixy^ al — ayj/p — '^yj'^' -^ H? 

en posant 

H = ^» -f- j» -f- x'» +y» — r/'. 

En remplaçant dans (116) 

par leurs valeurs en fonctions de X, (/., v, p, il vient 

(117) a*v*-h ^>*p' — x(rtv» H- /^p') — j(a — A)vp H-a:'(— av* -h 6p») 

-l-y(aH-6)vp — xx'{y -\- p') — xy(>.}x.-|-vp) 
-rar'(X.a-vp)-jy(fx'+p*)-+-H,(X» + .a'-hv» + p») = o, 



en posant 



"1— 4 



iZïïerchoîhi> 'é 44^jtr^mmer x^ /, ^, ^ et H, de telle manière que la qua- 
drique r^pi 4^#^l/>^ ^ T^quation (117) contienne la cubique gauche F. 
Il faut à œi êrftê^ xf^MT y premier membre de cette équation puisse être 
mis sous> \'4 U>nné* 

l<^iïf\j \ A^ii5) + r(ii3). 
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On est ainsi conduit aux relations d'identification suivantes : 
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— xx -{- H. = 



(1.8) 



II* — ax — ax' -V- H. = 



— xy' 

{a — b)j-\-{a->rb)y'—xy' 



H. 

H, 

H. 
H 



amk\ 



b^ — bœ "h bx' — xoé — yy -h H, = — hrk\ 

yx' = mk H- atk\ 
yaf =irk — bpk\ 



Ces relations sont au nombre de six, et le nombre des inconnues x^ y y 
j/, j', H, , /: et k est de sept. II y a donc une infinité de systèmes de solu- 
tions, et j'ai bien établi Texistence de deux courbes liées, appartenant 
respectivement aux plans Oxy et O'a/y . 

[Le succès de la méthode tient, on le voit, à ce que A, B, G, D ont été 
choisis de telle manière que les numérateurs de ^, Tj, a^ + /Sy) -h yC> 
a'^ H- P'y) h- y'Cj ^* + T* -f- C* » et les premiers membres des relations ( 1 1 4) 
et (1 1 5) ne continssent que six termes différents (il n'y a pas de termes 
en (i.v, Xfx, Xp, \L^). On pouvait atteindre le même but en choisissant 
pour A, B, G, D des expressions plus générales, faciles à former. Je n'ai 
pas cru intéressant d'indiquer ici ces expressions générales, qui conduisent 
à des calculs compliqués : le résultat, même particularisé comme je viens 
de le faire, est encore loin d'être simple.] 

Pour avoir l'équation des courbes liées, par exemple de celle qui appar- 
tient au plan Oxy^ il faut éliminer j?', j/. H,, ^ et k' entre les équa- 
tions (118). On trouve 



(i»9) 



X 



o 



/ 








— 


-r 







am 


— a 











p 





b — X 




— 


-y 







br 


y 




— 


— X 




m 


al 


r 


a 


4- 


b 


'X 


r 


-bp 



o 



a' 



I 



o 



ax 



bx 



o 



o {b — a)y 



= o 
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ce qui représente une courbe du troisième ordre. La courbe liée est aussi 
du troisième ordre. 

En développant cette équation, après avoir fait 

/7/=/? = o, /=r = i, 

on trouve 

(120) (a^ 'hah)x* -h(a^ -^ Sah)xy'\' {a^ '^ah)xx* -h {ab — i*)j' 

— 2 a* (a H- ai) a?' — a(a-+' b)(a-{-3b)œy — f^a^by^ 

a^{a-hb){a-h3b)x'hf^a^b(a-hb)x — a^b{a-\-by=o. 



Malgré la nouvelle simplification introduite, cette équation est encore 
compliquée (*), et la déKnition géométrique de la courbe qu'elle repré- 
sente ne semble pas facile. 



CHAPITRE VIII. 



LE CAS : p = o, 



32. La recherche des D. S. , dans le cas où l'on suppose entre les para- 
mètres X, a, V, p une relation linéaire et homogène, qui peut être ramenée, 
comme Ton sait, à la forme 

(121) p = o, * 

est naturellement beaucoup plus simple que dans le cas général ; elle con- 
duit aux solutions du problème qui semblent les plus intéressantes. 

Dans l'hypothèse où la relation (121) est satisfaite, le Tableau des for- 



(*) Cette équation est irréductible; il en est donc de mêniei a fortiori^ de Téqua- 
tion (19). 
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mules d'OIinde Rodrigues se réduit à 



(132) 






;— ^ 



y/^ ^ILizJ^Mlv^ 



S 



OÙ 



S = V-f- (i.*H-V% 



et Ton a 



de même 

a'^ H- p'r. + /C = - T, + 2 .a^i±i^, 

/e supposerai que Von a, pendant tout le mouvement, les relations 

(laS) X^-h aT| -f-vC = o. 



Cela revient à supposer, comme on le voit aisément en se reportant à 
l'interprétation cinématique des formules d*0. Rodrigues, que le trièdre 
(ya/yz' est constamment symétrique du trièdre Oxyzpar rapport à une 
droite dont l'équation est 

:,_i ^_!> ^_S 

2 2 2 



L'équation fondamentale de liaison devient alors, on le vérifiera aisé- 
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ment 9 

(i24) ç^-^T,"-+-C'— a(^-ha/)^ — 2(/H-/)yi — 2(2-4-2')^ 



Dans toutes les solutions auxquelles on sera conduit, les figures liées F 
et Fuseront évidemment égales et semblablement placées par rapport aux 
deux trièdres Oayz et O^a/j/z'. 

33. On obtient une première solution en supposant que les figures F 
et F^sont deux courbes planes; on peut supposer que leurs plans sont 
respectivement Oœy et O'a/y. 

Dans ce cas, deux équations de la forme (i24) étant données, on peut 
en déduire une infinité d'autres de la même forme, par combinaison 
linéaire. Je laisse au lecteur le soin de reconnaître que Ton obtient ainsi 
le D. S. à cubiques planes liées, qui a fait l'objet du Chapitre V. 

34. On obtient une seconde solution en cherchant à déterminer des 
expressions de ^, yi, s» des formes 

y V poljnome du second degré en )^, |i., v 

telles que la relation (laS) soit identiquement satisfaite. On trouve aisé- 
ment la solution générale suivante : 

(125) Ç = ^- g y %= g , ; = g-^- y 

oiiT^,T,,T, désignent des expressions linéaires et homogènes en X, (/., v. 
Supposons en outre que X, [/., v satisfassent à la relation 

(126) I* -h T,' H- ;' = 4 ^-^:^: — , 
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où A, B,C sont des constantes, et où ^, Tj, ^ sont remplacés par leurs 
expressions (i25). 

Les formules (1 26) et (1 26) définissent alors un mouvement qui est un 
D. S. à courbes liées. En effet, l'équation (124) est ici : 



(127) 



4(AVH-B}x^4.Gv«)-f.2(a? + ^')(^T,-(JLT.) 



2(r+-/)(AT.-vT0 + 2(zH-z')(aT,-XT0 

4(j:X4- jfL + zv) (j/X-4-y(i.H-2'v) — 4H (X^ -h fit." -h v') = o, 



H étant une fonction de j?,/,z, a/, y^,z'. En écrivant que cette équation 
est identiquement satisfaite, on forme six relations auxquelles doivent 
satisfaire les quantités x,jr,z, a/jy^z, H. En éliminant H, j?',j',z' entre 
ces six relations, on trouve deux conditions auxquelles doivent satis- 
faire Xjjr, z. Ainsi le point m doit appartenir à une certaine courbe. Il en 
est de même du point m\ 

Le résultat est extrêmement compliqué, si on laisse aux expressions 
T, , T, , T, toute leur généralité. Je me contenterai donc de développer le 
calcul dans uu cas particulier,. celui où Ton a 

T, = 2/;X, T,= 2gr(JL, T,= 2rv, 



/?, 9, r étant des constantes. Le mouvement est alors défini par les for- 
mules 



(128) 



71 = 



/- />• 0/ rYs 2(0 — /•)vX 



(/• — 7)>»v» -h (/? — r)»v*X» -h (^ - ;;)»X>' 

= (aX* -h è (x' -h cv* ) (X* -h fi.» -h V» ) , 
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et la relation (127) se réduit à 



AV -h B (jl' H- C.v' + (q—r) (a? H- y)(JLV 

i^—p) (r-^-/) vX-f- (^ — q) (z -h /) X(i. 
— (xX + jjU. -h z'^){pcf\ -[-y^ -f- z'v) — H (X' 4- {^' + v') = o, 

En écrivant que cette relation est identiquement satisfaite, il vient 

A — xûd — H = o, 
B-^-H = o, 
C — zz'— H = o; 



( 9 — r) (a: H- a/) — jz' — z/ = o , 
{r—p){j-^y)—zx' — X2! = o, 

(P — ^) (^ H- ^') — ^—X^= o. 



L'élimination de j/, /^ t! ^ H entre ces six relations donne la courbe (F), 
qui est du dixième ordre. Pour nous rendre compte de ce fait, cherchons 
le nombre de ses points à rinfîni. Il suffît, pour cela, de remplacer dans le 

système précédent a?,/, z par -j ^y -> et de faire t = o. On a ainsi, en 

désignant par H, ce que devient H pour t = o, 

XX H- H| = o, 

7/+H, =0, 

zz'-h H^ = o; 

(^q — r)x—xz'—zy=o, 
(r — p)jr — zj/ — xz^= o, 



et il faut résoudre ce système, où les inconnues sont -» — > x\ y, js', H,. 
Un calcul facile permet de reconnaître que le nombre des systèmes de 
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solutions est égal à lo. La courbe (F) a donc des points à Tinfini, ce qui 
est conforme à l'assertion faite plus haut. 

Je vais indiquer les coordonnées de ces points, ainsi que celles des 
points m^ correspondants ( * ). 

1^ Il y a dans le plan fOz les deux points définis par les relations 

X y z 

-= — ^ — = , t = o, 

o I I 



qui sont liés respectivement aux points 



x' =zs;i\/{p — r) {q — p), /=o, z'=o. 

Il y a deux points analogues dans chacun des plans zOx, ^Oj)^, en tout 
six points. 

a** Il y a en outre les quatre points 

X y z 



oùe,, e,, e, sont des nombres, égaux à plus ou moins un, et satisfaisant 
à la condition 

Ces points sont reliés respectivement aux points 

^= s, ^{p — r}{q-p), 
y= e. \/{9—p) i^ — q), 



7f=t,^{r — q) (p—r). 



(*) Ces dia: points m'y liés à des points à Tinfini, décrivent des courbes planes. M. Dar- 
boux a étudié un mouvement à deux paramètres, défini paries formules (128) où Ton rem- 
placerait par l'unité les coefficients a (r — q)y i(p — r), 2(9 — /?), et dans lequel dix points 
décrivent des plans (Kœnigs, toc. cit,, p. 365). 

Ces résultats se rattachent au théorème suivant que M. Schœnflies démontre dans sa 
Géométrie du mouvement (p. i44 de la Traduction) : 

Si Ton donne arbitrairement six positions d*un système, il existe en général dix points 
dont les positions successives sont dans un même pian. 

J. E, P., i*s. (G. nMl). 10 
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Il est bien clair que, dans les formules précédentes, on peut échanger 
a:, 7, z, respectivement avec x\ y ^ z', puisque les relations qui existent 
entre ces coordonnées sont symétriques. 

En particulier, si Ton ellace les accents dans les valeurs x ^y ^ z', on 
aura les coordonnées des dix points de (F) qui décrivent des courbes 
planes, dans le mouvement inverse de (F) par rapport à (F'). 

Nous trouvons donc en tout vingt points remarquables sur la courbe (F) . 
Ces vingt points ont entre eux des relations géométriques assez dignes 
d'intérêt, auxquelles conduisent aisément les expressions de leurs coor- 
données. 

Construisons le parallélépipède dont les arêtes sont parallèles aux axes 
Oo?, Oj, Oz, dont le centre est le point O, et dont un des sommets a pour 
coordonnées 



v/(/^ — (7 — /^)^ V^(7 — ^) (^ — 9). v/(^ — 7) {p—r)' 

Soit ABCD le tétraèdre ayant pour sommets quatre des sommets du 



Fig. 7- 
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parallélépipède, choisis comme l'indique la figure. Ce tétraèdre a pour 
faces des plans isotropes, comme on peut le vérifier aisément. 



Cela po^é, les dix points de {¥) qui décrivent des courbes planes^ dans 
le mouvement inverse de (F) par rapport à (F'), c es t-^à^dire les dix points 
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de (F) qui sont liés à des points à l infini de (F'), sont Les sommets du 
tétraèdre ABCD, et les points milieux de ses arêtes. 

Les dix points à l'infini de (F) sont les points re jetés à U infini paral- 
lèlement aux arêtes du tétraèdre ^ ou perpendiculairement aux faces. 

Ces derniers points appartiennent aux faces correspondantes, puisque 
les plans de ces dernières sont isotropes. 

35. Dans les deux premiers cas, le point X, [x, v, p décrivait une courbe 
plane autre qu'une conique : c'est pour cette raison que les figures liées, 
dans les mouvements correspondants, sont des courbes. Je vais mainte- 
nant examiner deux cas où ce point décrit une conique; on obtiendra alors, 
conformément aux résultats du n"* 30, des D. S. à surfaces liées. 

Le premier de ces D. S. s'obtiendra en faisant, dans les formules 
(106) et (107) du n*'29, p = o, et 

A = — aaX, B = — aAjx, C = — 2cv, D = o. 

Le mouvement se trouve alors défini par les relations 
(129) aV-h 6{x^-+- cv*= o, 

(i3o) I |x = _(a'?,H-P'r.-4-y'C)=^^^^^^^. 



(13.) 

Cela posé, la liaison de deux points, dans ce mouvement, s'exprime 
parla relation, facile à former, 

(i32) a'V 4- b^^L" + c%' ■+■ {b — c) {x^xf) txv 

(c — a) Cr -h/) ^\^{a — b) {z -t- z') \\l 

(.rX-+- jfx+ 3v) {x'\ +y {X -hz'v) — H (X^ -t- ;x^ -h v^) = o. 
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Cette relation doit être identique à {12g). L'identification donne 

a* — xx' — H = auj 
b^ — yy — H = buy 
c* — zz' — H = cw ; 

{h — c) (.r H- J?') — yz' — z/'=o, 

(c — o.){j -H./) — 2'^'' — xz => o, 
(a — b) (z-h z') — xy — yaf=o. 

Si Ton élimine entre ces six relations .2/,^ , z\ H et w, il reste une seule 
relation entre x^y^z. On formera de même une relation unique entre 
^ y y ^^ ' y^i^ nous sommes conduits à uni) . S. où les figttres liées sont 
deux surfaces. Je vais déwx)ntrer que chacune de ces surfaces se réduit 
à quatre plans imaginaires. 

Pour le faire voir, posons 

a= /*, c — b =:^ n^ — m^ = /'*, 



b = m^, 



c= /2 , 



a — c = /^ — A^^ = m'^ , 



h—a = m^— r= //^ 



Les relations précédentes s'écrivent alors 



i33) 

i34) 
i35) 

i3«) 

137) 
i38) 



l' — xaf—li= l^u, 

m^ — yy — H = m^ w, 

//* — zz' — H = n^u ; 

P{x-\-x') -4-jz'+zy=o, 

m'^ (j +y ) -^za/ -\-xz =Oj 

/i'*(zH- z') -h^H-j.r'=o, 
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Tout d'abord, en éliminant ^^ et H entre les relations (i33), (i34) 
et (i35), il vient 

(1 39) rxx'-+- w!^yy'^n!^zz'-h /'Va/'/i'' = o. 



Cela posé, on trouve, en formant les combinaisons (i 39) -i- m n (i 36) 

et/^'(l37) + m(l38). 

(i 4o) /'^ (x H- rr/n') (a?'H- m'r/) + (m'j4- r/z) {injy -^dz) = o, 
( 1 4 1 ) {pi! y -hriz){œ'-h m'n!) -h {mY-h tilt!) [x -h m'/^') = o. . 

Demême,lescombinaisons(i39) — m'/i'(i36)et — /^'(i37)-^-A7^'(I38) 
donnent 

(142) r {x — rrij{) {x'—nU) -h {m'y —n'z) {mY — n'z') = o, 
(i43) {mfy — n'z) {x' — m'n) -h {my—n'z') {x—rrirl) = o. 

Le système des relations (i4o) à (i43) est équivalent à celui des rela- 
tions (i33) à (i38), d'où l'on a éliminé w et H. La discussion est dès lors 
des plus simples, et il sufKt d'indiquer les résultats. 

On satisfera aux relations considérées : 

i^ En donnant à o?, j, z des valeurs quelconques satisfaisant à la rela- 
tion 

Ix -f- e^ m'y -h z^n'z -h £1 t^f m! n! := oa 

où £| et Sj ont les valeurs ± 1 (quatre systèmes), et en faisant 

a/= e^e^m'/i', y-=iz^n!l\ z'=e^Z'/w'; 

2*^ En permutant, dans les formules précédentes, a?avec x' ^ ^avec j^, 



z avec z' ; 



3^ En donnant à o;, j", z des valeurs quelconques satisfaisant aux rela- 
tions 

X ^= zm'n\ m'y — zn'z = o, 



<»■ 
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et à x\y ^ z' des valeurs quelconques satisfaisant aux relations 

cil £ = ± 1 ; et en6n, en donnant à a:, j, z, x' ^ y ^ z' des valeurs satisfai- 
sant aux relations qu'on déduit des précédentes par permutation circu- 
laire. 

Ces formules ont une interprétation géométrique simple, qu'on peut 
rapprocher des résultats du n^ 38 : 

Construisons le tétraèdre ABCD dons les sommets ont pour coordon- 
nées respectives 



A 


m'//, 


//'/', 


Hm', 


B 


m' n' , 


dC, 


L'm\ 


C 


— m'n', 


n'L', 


— l'm\ 


D 


— niL.n', 


n'a. 


ïrri. 



Les faces de ce tétraèdre ont pour équations respectives 

(BC D) ïx -h ni y -h fîz + ^ rri li = o, 

(G D A) ï X — ni y — n!z -f- 1 ni ri =^0^ 

(D A B) — ( x-\- ni y — riz -+- (ni ri = o, 

(ABC) —Vx — niy^riz'{-l'm!ri = o. 



Tous ces plans sont isotropes, en vertu de la relation 

L'^ + rri^ -^ ri^ = c — 6 -h a — c -h è — a = o. 



Soit ensuite A'B C D' un tétraèdre égal au premier, les sommets corres- 
pondants étant désignés par les mêmes lettres. 

Les deux figures liées (F) et (F') sont constituées respectivement par 



/ _ / 
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lesjaces du tétraèdre ABCD et par celles du tétraèdre A'B'C'D', et la 
correspondance entre les deux figures est la suivante : 

Pendant le mouvement, le point A est lié à tous les points de la- face 
B'C'D', et le point A' à tous les points de la face BCD ; de même. . . 

Chaque point de V arête A^B' est lié à chaque point de l'arête CD; le 
mouvement de A'B' se réduit donc à une rotation autour* de CH; de 
même... {*). 

36. Les solutions exposées jusqu'ici étaient intuitives, ou bien s'ob- 
tenaient en particularisant les formules (io6) et (107), dans lesquelles on 
supposait p = o. Pour en obtenir d'autres, il convient de revenir au 
problème du n*^ 29 : trouver des mouvements tels que ^, y^, ^, a^, + . . . , 
a'ç-f-.-.t a'^ç -+-..., ç^ H- Ti^ -f- ^^ soient des fonotions linéaires des 
cosinus a, ..., y'^; et cela, dans le cas, laissé alors de côté, où Ton a p = o. 

En reprenant les calculs, on voit aisément que le problème se ramène à 
trouver trois polynômes P, Q, R, homogènes du second degré en "X, [x, v, 
tels que l'on ait 

( 1 44) XP + [xQ -h vR = AS, 

(i45) P4-Q^+R^ = SS,, 



à la Javeur d'une relation 



?(^, (x,v) = o. 



A e^ S désignent des polynômes f?/? X, {x, v, respectivement du premier 
et du second degré. 

Je particulariserai la question en supposant que le polynôme homo- 

(*) M. Borel, qui a obtenu de son côté ce mouvement {voir le rapport cité de M. Hum- 
bert), a remarqué que, dans le tétraèdre A'B'C'D', il y a deux arêtes opposées réelles, dont 
chacune tourne autour d'une arête réelle du tétraèdre ABCD; on est ainsi conduit à la con- 
struction d\in mécanisme permettant de transformer Tune dans Tautre deux rotations dont 
les axes ne se rencontrent pas. 
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gène cp est du second degré. On peut alors, par un choix convenable des 
axes, ramener l'équation précédente à la forme 

( 1 46) cp(X, {X, v) = aV + 6;x' H- cv^ = o. 

Les polynômes 

XP + jxQ + vR -AS, 

doivent être divisibles par cp. 

La première condition est remplie, si Ton fait 

en désignant par T,, T^, T, ^trois expressions linéaires et homogènes 
en X, (J^, V ; par a,, ^^, c,, Âr,, Ar,, A:, des constantes. On peut supposer 
k^=: k^= k^ = o : cela revient, on le voit tout de suite, à un chan- 
gement d'origine effectué sur le trièdre mobile. On aura donc simplement, 
pour toutes les valeurs de X, (Jt., v qui satisfont à la relation (i46), 

P = fi.T,-vT,, 
Q = vT.-Vr„ 



d'où 



p«_f.Q'-+. R« = S(T; -+- T^ -h T|) — (XT, + (Jt,T, + vT,)» 



On a donc â résoudre l'identité 

(i47) (XT, + {xT, + vT.)'=lfS-hV<p, 

U et V étant deux nouveaux polynômes du second degré. 
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Or on obtient aisément une solution de l'identité (i47) • supposons 
que les coniques représentées par les équations 

cp = o et V = o 

soient toutes deux bitangentes à chacune des deux coniques 

U = o, S = o, 

et fassent partie d'un même système (on sait qu'il existe trois systèmes 
de coniques bitangentes à deux coniques données). Dans ces conditions, 
les huit points de contact sont sur une même conique 

W = o, 
dont le premier membre satisfait à l'identité 

II suffira donc de choisir les polynômes T,, T^, T,, de manière à satis- 
faire h l'identité 

XT,-^[xT,-hvT, = W. 

Les calculs ne présentent aucune difficulté. Par un choix convenable 
des axes on parvient à simplifier considérablement les expressions obte- 
nues pour ^,r\y ^, sans diminuer la généralité de la solution. Il suffit d'in- 
diquer le résultat obtenu. 

37. Considérons le déplacement défini par les formules 

(148) §=— i-, 71 = -^^ — ^, C = -^> 



V V 



(149) X»-hfi* — /tN' = o. 

On a, comme dans les cas antérieurement étudiés, 

/. £•. P., 2-s. (G. nMl). II 
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et Ton trouve aisément 



^ix^ — aacX^ 



^«+V-4-C^ = 4^^^ 



4(^V» + a»). 



L'équation de liaison entre deux points (x, j, z) et {a/, j', zf) est alors 






4c(a? + a:') ^ + 4cCr -+-/) - -h 4a(2 + z') ^ 



V 



4 



(^•i^,)v2 



(a:X H- J\a 4- 2v) (a/X -h/a -h z'v) = H, 



H étant une constante. En écrivant que cette relation est identiqueà(i49)^ 
on forme les relations 



(i5o) 
(i5.) 
(•52) 
(.53) 

en posant 



xx'—x/ = — a^p, 

jz'-|-z/-h cp{x -hcr') — ap{Z'\- z') =o, 
zaf -[-xz' — cp{y-^y) -h uac/; = o, 

^y-l-j.r'==o, 



A'-+-i=^ 



Ces relations étant au nombre de quatre, nous sommes conduits de 
nouveau à un D. S. à surfaces liées. Il faut rechercher la nature de ces 
surfaces (F) et (F'), qui sont égales, comme on le voit par la forme des 
relations (i5o) à (i53). Le fait était d*ailleurs évident a prioH^ puisque 
les deux trièdres Oxyz et O'a/yz' sont symétriques par rapport a une 
droite. 

En éliminant ;r', y, z' entre les relations (i5o) à (i 53), il vient 



X 

cp 



-y o d^p 

z y — ap p{cx — az) 
-cp X cp[ — /-h 2a) 



y 



X 



o 



o 



= o. 
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On trouve que cette équation du quatrième degré se décompose en 
deux facteurs (S) et (S^) 

(i54) S = c{x^ -hy^) — axz — acpr = o^ 

(i55) S, = j**H-r* — 2arH-«V = ^- 

La deuxième de ces équations représente un cylindre de révolution 
imaginaire. On peut en effet l'écrire 



2. = ar*+r'— 2/ir+a'(*'-hi) 

= {j — ay-\-x'^a^k^=o. 

r^ première équation représente un hyperholoîde contenant Taxe des 3, 
ayant pour trace sur le plan des xy le cercle 

x^-\rf — apx. 

La figure (F') est de même constituée par deux surfaces du second 
ordre ÇSI) et (S'J, dont on obtient les équations en accentuant les lettres 
^iXj 2, dans (i54) ^t (1 55). 

Enfin, les formules (1 5o) et (1 53) montrent que les surfaces (S,) et (S'J 
se correspondent : il en est donc de même des surfaces (2) et (S,). 

En résumé, dans le mouvement défini par les Jormules (i48) ^^ (> 49}> 
il existe, entraînées avec le trièdre Ql oéy^ :i ^ deux surfaces dont tous les 
points décrivent des sphères. 

fjune de ces surfaces Ç£à\ ) est un cylindre de révolution imaginaire. 

Vautre (2') est un hyperboloïde ayant une génératrice et un plan de 
section ci'^culaire perpendlculairps entre eux. 

38. Kn raison de l'intérêt particulier que présente le D. S. dont 
l'existence vient d'être reconnue, il convient de l'étudier avec quelque 
détail . 
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Cherchons en premier lieu à en donner une définition géométrique qui 
permette de le concevoir le plus nettement possible. 

Remarquons à cet effet que la courbe, lieu du pohit O', définie par les 
relations (i48) et (i49)> a pour équations 



(,56) 
(i57) 



C = 









{yi — Kty=[\c^k\ 



comme on le trouve immédiatement par l'élimination de y, |x, v. 

Cette courbe Ë est une ellipse, ayant son centre au point a> de coor- 
données 



2a, o. 



Son petit axe, de longueur égale à ^ck^ est dirigé suivant Oy. 



Son grand axe a pour longueur 4 y/a^ H- c^ k. Si donc on désigne par F 
et F^ les deux foyers de E, on a 



d'oii 



coF= 'lak^ 



en désignant par Tangle (oOF. 




On a ensuite 



— X^— [x^4- v^ I — ** 1 — lang2»9 

T \i 4- i^a -I- v» i-f- A-2 "i -f- tangos 

O'z' fait donc avec Os un angle constant égal à 2O. 



= cosâO, 
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On a des faits semblables, relativement au mouvement inverse de O^r^'z 
par rapport à Cfoc^yz'. 

On parvient, en résumé, à Ténoncé suivant {fig* 9) : 

Soient E une ellipse, co son centre, ¥ et¥ ^ ses deux foyer s, O un point 
marqué sur le petit axe, G l'axe de l'un des cylindres de révolution qui 
contiennent l^ ellipse E. 

Soit (E', O', G') une figure égale à la figure (E, O, G). Déplaçons la 
figure (K\0\&) de manière à satisfaire aux conditions sui\>antes : 

i^ Le point O' décrit E ; 

2*^ L'ellipse ^ passe constamment par le point O ; 

3** Les directions G, G font entre elles un angle constant égal à 

l'angle FOF^. 

Enfin^ comme il existe plusieurs mouvements satisfaisant aux condi- 
tions énoncées, on choisit celui pour lequel les deux figures (E, O, G), 
(E', O', G') sont constamment symétriques par rapport à une droite (*). 




Dans le mouvement ainsi défini, les points d'un certain hyperbo- 

(') Supposons qu'on amène Tellipse E' dans une position telle que le point O coïncide 
avec un certain point marqué sur cette ellipse. Le point O' sera à Tinsersection de E' et 
d'une sphère de centre O et de rayon connu; il existe quatre tels points : on choisira Tun 
de ceux qui sont placés sur E comme O' l'est sur £'. On fera ensuite tourner le plan de E' 

autour de la droite 00', de manière à satisfaire à la condition G,G'=^FOF|. 
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loïde (S'), entraîné avec E', sont liés aux points iVun hyper boloîde 
fixe (S), égal à (2'), et placé par rapport à E comme ÇÙ') l'est par rap- 
port à E'. 



39. II faut maintenant chercher à définir, aussi simplement que pos- 
sible, les hyperbolo'ides (S) et (S') par rapport aux ellipses E et E'. 
Posons à cet effet {fig. 8) 

Bo) = 2ck = B, 
coF = 2aJc = Cj 



d'où 



_ L _ LB 1 — 9. 

2 ' aC L 



L'équation (i55) de Thyperboloïde (2) s'écrit alors, en ayant égard 
à/9= I -h A:', 

2LB(.r^+j') — aLCors — B(L^ + C*)j = o, 

et donne lieu aux remarques suivantes : 
1^ (S) contient l'axe Oz et la droite 

Bx — Gz = o, f = o. 

Or cette dernière droite est perpendiculaire au plan de l'ellipse (E), 
^ plan dont l'équation (i56) peut s'écrire 

C^-hBC = o; 

2® Ce dernier plan est un plan de section circulaire de (2), en vertu de 
l'identité 

hB{x'^X') — LCxz — L]i{x'^X' + z')== — Lz{Cx-hliz). 
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Le cercle F, trace de (S) sur le plan de E, a pour diamètre 01, le 
point I ayant pour coordonnées 



X 



X = 



2L 



z == o. 



La construction de ce point I est immédiate, et nous pouvons com- 
pléter comme il suit les résultats du numéro précédent. 

L' hyperboLoïde (S) est défini par les conditions suivantes {fig» 10) ; 




// a, son centre dans Le plan de E et pour trace sur ce même plan un 
cercle de diamètre Ol : le point I est milieu du segment 0\\ le point V 
étant le point de rencontre de Oiù et de la perpendiculaire élevée en F 
à la droite OF, 

Les deux génératrices de (L) qui passent en O sont, l'une perpendicu- 
laire au plan de E et l'autre, parallèle à la direction G. 

Enfin Vhyperboloïde (2'), ainsi quon l'a vu, est défini par rapport 
à E' comme (S) l'est par rapport à E. 



40. Voici maintenant quelques détails sur la correspondance qui existe 
entre les points liés des deux hyperboloîdes. 

Les formules (i5o) et (1 53) définissent, dans le plan Oxy^ une inver- 
sion suivie d'un renversement SLUtour de Oy. La puissance de cette inver- 
sion est 
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Ainsi : 

Soient V etV deux courbes liées ^np par tenant respectivement aux hyper^ 
boloïdes (S) et (S'). La projection orthogonale de V sur le plan Qfafy 
et l'iniferse par rapport au point O de la projection orthogonale surOxy 

de la courbe F, la puissance d^ inversion étant— r-} sont deux courbes 
égales. 

On déduit immédiatement de là que : 

Les génératrices de (If)^du même système que OV, sont liées à des 
cubiques gauches tracées sur (S) et projetées suivant des cercles sur le 
plan Oxy. 

féCS génératrices de (2'), de system^e opposé à celui de Cz', sont liées 
à des génératrices de (S), de système opposé à celui deOz. 

m 

Les formules qui font connaître le point m! de (S'), correspondant à un 
point m de (S), sont les suivantes, que Ton déduit sans peine de (i5o), 
(i53) et (i5i), en tenant compte de (i54) 






^_ °-*py ^ 



.r_ cp{y—a) 



Elles permettent de trouver {fig. 1 1) quels sont les points de (S') qui 
sont liés aux points à Tinfini de (2), c'est-à-dire qui décrivent des courbes 



Fig. II. 



< 




planes. On trouve que ce sont ceux des droites parallèles O z et I z^ , sui- 
vant lesquelles le plan Oy 3' coupe (S'). Les circonstances sont d'ailleurs 
différentes pour Tune et pour l'autre de ces deux droites : 
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Les points de O^z^ sont liés aux divers points à l'infini de (2). autre- 
ment dit, les points de O t! restent dans des plans qui sont perpendicu- 
laires aux diverses génératrices de (2). 

lues points de Vz\ sont liés à un même point, savoir le point à V infini 
deOz. autrement dit, tous les points de Vz\ restent dans des plans perpen • 
diculaires à Oz. 

« 

41. Si l'on veut étudier d'une façon absolument complète le mou- 
vement, il est avantageux de poser 

- = ^sm<p, 

# 

'- = AT COS 9, 

et la relation (i49) ^^ trouve satisfaite. Les formules (i48) deviennent 
alors 

^= 2Â'ccosç, r^ = '2{a — cX-sinç), ^ = — saÂ'cos^, 

et les coordonnées d'un point quelconque m\a/,yyz), entraîné avec le 
trièdre Q! a! f z ^ sont données par les formules suivantes, où Ton a rem- 
placé les cosinus a, . . . , y'^, par leurs valeurs en fonctions de cp : 

V , A*'(i — ?.cos*cp)-f- 1 / 2^"^ sino coscD / a A* sine? / 

X = 2Â:ccos(p H 5^ , •' X H -^^ — *- j H .-•- z, 

m 

^r / j • \ aA^sinocos'5 f . k^(2COs*o — i) + i / aAcosco # 

1[ =2(a-cAsmcp)H ,^^^., ' J? H .^l/.. 7 H-TTÂ^-' 

Z, 2A*sino / aA'cosçj / i — A*^ / 
= — 2aA'cosç H — t:;- x H r-rii- J "• m ^ • 

* I -i- A"^ I -h A •* *^ I + A"* 

Si Ton transporte l'origine O en un point convenable, on peut faire 
disparaître de ces formules tous les termes qui ne sont pas fonctions de <f. 
Posons en outre, pour simplifier l'écriture, 

x' _ y _ z' 

J.E, P., i» s. (G. nMl). «2 
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Il vient ainsi 

X, = 2Â'ccoscp — 2k^x^ cos^cp 4- 2^^/, sinocos^ H- a^z,sinf , 
Y| = — 2^csincp -h uk^x, sincpcoscp -h aA'^j, cos^ç -h aArs, coscp, 
Z, = — 2aA:cos<pH- 2kx^ sincp -+- ^kf^ coscp, 

en désignant par X,, Y,, Z, les coordonnées du point ni par rapport aux 
nouveaux axes fixes. 

On trouve aisément que les quantités X^ -h Y^ et ZJ sont toutes deux 
de la forme 

g, cos'9 + g^ sincp cosç -+- g-, coscp -h g, sincp -+- g^. 
Il en résulte que X, , Y, et Z, satisfont à une relation de la forme 

,^1 58) X^ -f- Y^ + A'^Z^ + GX -4-C' Y -f- CZ + D = o. 

En effet, si dans cette relation on remplace X* + Y^, Z^, X, Y, Z par 
leurs valeurs en fonctions de cp, on obtiendra une relation linéaire par 
rapport à cos^ cp, sin cp cos cp, cos cp et sin cp. En écrivant que cette relation 
est identiquement satisfaite, on formera cinq conditions qui permettront 
de déterminer les cinq coefficients A''', G, C, C'^ D. 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Tous les points entraînés avec le trièdre Ql x' ^ z décrwent des courbes 
situées sur des quadriques de révolution dont les axes sont parallèles 
à Oz 

On trouve en outre que, dans le cas où le point to' appartient à Thyper- 
boloîde (S'), la relation (i58) est indéterminée et peut s'écrire 

X^H-Y^+CX + C'Y-f-C'Z+D 

-f- (j{k"Z' 4- G, X + C; Y + C; Z + D,) = o, 

où 0" est un paramètre arbitraire. 



SUR LES DÉPLACEMENTS A TRAJECTOIRES SPHÉRIQUES. 9I 

On en déduit que le point ni décrit une courbe sphérique, ce que Ton 
savait déjà. Cette courbe est de plus la biquadratique, base d'un faisceau 
linéaire de quadriques de révolution ayant leurs axes parallèles à Oz. C'est 
une cartésienne y suivant l'expression de M. Darboux. Cette courbe, étant 
unicursale, doit posséder un point double. Ainsi : 

La trajectoire cCun point quelconque de (2') est une cartésienne à 
point double, intersection d'une splwre et d'un cône de révolution tangent 
à cette splière. L'a^e du cône est parallèle à Oz. 

42. Le D. S. étudié présente un cas particulier intéressant : c'est celui 
oii Ton a 

r = o. 

L'équation (i55) reste alors inaltérée, mais l'équation (i54) se réduit à 

xz = 0. 

Ainsi, dans ce D. S., Thyperboloîde (S) se décompose en les deux 
plans Oxy et Oxz. De même (S') se décompose en les deux plans C/j/y z 
et O'.fV. On retrouve ainsi les résultats que j'ai rappelés au Chapitre I 
(n** 3, VIII) : le D.S, dont il s'agit s'effectue de telle manière que tout 
point du plan O' x'y reste lié à un point du plan Oxy^ et que tout point 
du plan Ql (x! z reste lié à un point du plan Oxz. 

Pour \me étude complète de. ce D. S. , et en particulier pour sa définition 
géométrique, je renvoie à mon Mémoire du Journal de Matliéma- 
tiques ( * ) . 

(') Je profite de Toccasion pour rectiûer une erreur qui s^est glissée dans ce Mémoire : 
les droites du plan O' x' z' sont liées à des hyperboles du plan Oxz^ qui ne sont pas équi- 
ifttères, comme je Tai dit par mégarde. 
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NOTE. 



Al] cours de Timpression de ce travail j*ai eu connaissance du Mé- 
moire de M. Borel, rédigé en réponse à la question proposée pour le 
concours du prix Vaillant en 1904, et que TÂcadéinie a reconnu digne 
de la plus haute récompense {*). 

La méthode de M. Borel ne se distingue pas essentiellement de celle 
dont j*ai fait usage aux Chapitres VII et VIII. Mais une discussion plus 
systématique, particulièrement en ce qui concerne le troisième et le 
quatrième des cas que j*ai énumérés au n'' 30 (p. G3), le conduit à un 
grand nombre de solutions que je n*ai pas obtenues, et dont plusieurs 
sont d*une élégance remarquable. 

Dans le travail de M. Borel comme dans le mien, le premier cas n'est 
pas traité; le deuxième est seulement eddeuré. L'étude du premier cas 
n'est pas très engageante. Celle du deuxième cas semble devoir être plus 
féconde en résultats {voir le n^ 31, p. 64» du présent travail, et la 
rubrique D, p. 84, du Mémoire de M. Borel). Les formules (106), 
(107) et (108), que j'ai données au n*" 29, pourraient être d'une appli- 
cation utile dans cette recherche. 

Ce n'est cependant pas, me semble-t-il, l'emploi d'une méthode exclu- 
sivement algébrique qui pourra conduire à la solution complète, et très 
désirable, du problème des déplacements à trajectoires sphériques. Une 
telle méthode entraîne nécessairement une discussion interminable et des 
calculs rebutants. D'autre part, la difficulté de donner une forme sensible 
à plusieurs des résultats déjà obtenus ne permet pas de supposer que la 



(*) Mémoires présentés par divers savants à r Académie des Sciences, l. XXIII 
Mémoire sur les déplacements à trajectoires sphériques. 



SUR LES DÉPLACEMENTS A TRAJECTOIRES SPHÉRIQUES. i)^ 

Géométrie pure puisse, dans cette question, sesufBre à elle-même. Comme 
en beaucoup d'autres problèmes, c'est probablement à une méthode 
mixte, oii la Géométrie interviendra pour déblayer, pour mettre rapi- 
dement en lumière des faits que le calcul est lent à révéler, que sera 
réservé le succès définitif. 
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I,es turbines à vapeur tournent, comme l'on sait, avec une énorme 
vitesse : les turbines sans détente, telles que celle de I^aval, eflectuent jus- 
qu'à 5oo tours par seconde. Pour pouvoir donner à un solide une pareille 
rotation, il est indispensable de prendre des précautions particulières : Le 
profil méridien doit présenter une forme d'égale résistance it la force cen- 
trifuge, et il fiuit de plus que le système soit parfaitement é([uilibré; on 
arrive à faire en sorte (|ue le centre de [gravité ne se trouve pas à plus 
de -j-^de millimètre de Taxe de rotation. L'expérience a montré d'ailleurs 
que le meilleur moyen de lutter contre les edéts de l'inertie consiste à 
laisser à la tige une certaine flexibilité, grâce à laquelle la turbine se main- 
tient dans l'espace en vertu de sa stabilité propre, analogue à celle d'une 
toupie, c'est-à-dire avec des vibrations impei'ceptibles, tandis qu'une lige 
rigide supporterait des cU'orls capables de la détériorer. Mais la flexibi- 
lité de la tige a l'inconvénient de permettre au centre de gravité des écarts 
variables par rapport à l'axe, et l'on constate que, pour certaines valeurs 
de la vitesse, l'appareil tend à présenter une allure désordonnée. 

On peut se proposer d'étudier théoriquement le mouvement de la ur- 
bine. Pour prendre le problème sous sa forme la plus simple, imaginons 
(jue le système soit assimilé à un disque plan, placé exactement au milieu 
de la tige et rigoureusement normal à celte tige. Alors, par raison de 
symétrie, le disque se meut dans un plan fixe. Supposons que, quand il 
quitte sa position d'équilibre statique, il soit sollicité par une force de 
rappel appliquée au point A (|ui, au repos, coïncide avec un point O de 
l'axe, proportionnelle à l'écart OA et dirigée de A vers O. Admettons 
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enfin que les forces extérieures, motrices et résistantes, appliquées au 
système se fassent équilibre par rapport à Taxe de rotation, et cherchons, 
dans ces conditions, comment se meut le centre de gravité. 

Le problème ainsi posé a été examiné par divers ingénieurs : en France, 
par MM. Bru net et Sosnovvski; en Allemagne, par M. FôppI; en Bel- 
gique, par M. Stévart; en Suisse, par M. Stodola, etc., mais tous ces au- 
teurs négligent les petites variations relatives de la vitesse angulaire du 
disque, dues à ce que la force de rappel ne passe pas au centre de gra- 
vité. Il m'a donc semblé intéressant de reprendre la question en tenant 
compte de cette circonstance qui, comme nous allons le voir, complique 
singulièrement le phénomène. 

Soient Xj y les coordonnées du centre de gravité de G, par rapport à 
deux axes rectangulaires fixes menés par O, ô l'angle de GA avec Ox^ a 
la longueur constante GA, M- la masse du disque, MÂr^OA la force de 
rappel appliquée en A. 

En écrivant que G se meut comme un point libre, de masse M, soumis 
à Vaction de la force de rappel, on obtient les deux équations 

M-^ = — M**(.r-Hacos9), 



M^ = -M/t'(.r+asin9), 



ou bien 



( 1 ) -^ -+■ A:^ (o; ■+- a cosO) = o, 

(2) ^ -^ *' (J" +■ «s»"®) = ^^ 



D'autre part, la rotation autour de G s'effectue comme autour d'un 
point fixe. Si donc c désigne le rayon de gyration et si GH est la distance 
de Oà OA, on a 

Mo'^=M*^OA.GH. 



# 
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Maïs OA..GH est le double de la surface du triangle OGA, égale à 

■ 

^«(orsinô — /cosG). 
Donc 

(3) ^'zT — ^'a(.rsinG — jcosG)== o. 

Les équations (i), (2), (3), entre trois inconnues .r, j, 6, déHnissent le 
mouvement du système. 

Le théorème des moments des quantités de mouvement fournit une 
intégrale première. La seule force appliquée passant en O, la somme des 
moments des quantités de mouvement par rapport à ce ponit est constante ;. 
cette somme est d'ailleurs égale à la somme analogue par rapport à G aug- 
mentée du moment, par rapport à O, de la quantité de mouvement de G, 
D'après cela, si h est la constante d'intégration, on a 

/ , X • rfô dy dx 1 

Le théorème des forces vives fournit d'autre part l'intégrale 

-hX:'^(.r-hacos6)^-h ^*(j f-asinG)'^ = const. 

« 

Il paraît impossible de se procurer d'autres intégrales et, par consé 
quent, de parvenir à la solution générale et rigoureuse du problème. 
Il y a une solution particulière très simple qu'on obtient en posant 

.r = XcosG, j = XsinG. 

En substituant ces valeurs dans les équations (3) et (4 ), on obtient 

d'I / 9 ^ 9 \ ^9 f 

• 5^ = 0, (c»+X»)5^=A, 

y. £•./>., 2* 8. (G. nMl). i3 
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-^ a donc alors une valeur constante co et ^ est également constant. Le 

centre de gravité possède autour de O un mouvement circulaire et uni* 
forme, et les trois points O, A, G sont en ligne droite. Les équations (i) 
et (2) donnent, en outre, dans ces conditions, 

iù^'k=zk'^(l-+-a), d'où 1= .' ^,^ , 

relation qu'on obtiendrait immédiatement en exprimant que la force cen- 
trifuge de G est égale à la force de rappel. Suivant que a> est supérieur 
ou inférieur à X', la valeur de a est positive ou négative : cela signifie 
q ue dans un cas G est entre O et A, tandis que dans l'autre O se trouve 
entre G et A. Pour la valeur to = /:, X devient infini : il n'y a plus alors 
d'équilibre possible entre la force de rappel et la force centrifuge. 

La solution qui précède, toute particulière qu'elle soit, met déjà en évi- 
dence Texistence d'une ^vitesse critique pour laquelle l'écart du centre de 
gravité tend à augmenter sans limite. Elle fait connaître d'ailleurs le seul 
cas pour lequel la rotation du disque puisse s'effectuer avec une vitesse 
constante. Il va sans dire que cette solution particulière ne saurait se réa- 
liser que par un concours de circonstances tout à fait exceptionnel. 

Nous allons maintenant procéder par voie d'approximation, en suppo- 
sant que le rayon de gyration c est très grand par rapport à a ainsi que 
par rapport à la longueur GO. Si Ton pose 

h I dy dx dvi 

c^ ' c^ ' dl *^ dt dl 



l'équation (4) devient 



rfÔ do 

dt dt 



d'oii, à une constante près, 9 = co^ — ecp. 

Vu la petitesse supposée des rapports -? *^> la vitesse angulaire — dif- 



-î ->la vitesse angulaire— '^' 
ce ^ at 
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fèrepeu de la constante co. Nous prendrons donc, pour première valeur 
approximative, 6 = eu/". 

Les équations (i) et (2) s'intègrent alors immédiatement et donnent 

( X = pcosÇkt-h-CL) 4-^cosco^ 
(6) 

I j = <ysin(X-f H- ^) H->.sinto^, 

en appelant /?, q^ a, ^ quatre constantes arbitraires et conservant la 
notation 1 = — — rr • 

to- — A'- 

D'après cela : 

Si la vitesse angulaire est regardée comme ayant une valeur con- 
stante co, le mouvement du centre de gravité s'obtient en composant une 
rotation uniforme de vitesse co sur une circonjérence de rayon \ avec un 

mouvement elliptique à accélération centrale y possédant la période -77* • 

C'est la solution indiquée notamment par M. Fôppl. On voit qu'elle 
laisse complètement de côté l'équation (3). 

Pour passer à une seconde approximation nous aurons recours à la 
méthode de variation des constantes arbitraires. En vue d'abréger l'écri- 
ture, nous désignerons par des accents les dérivées prises par rapport au 
temps. Considérant/?, ^, a, p comme des fonctions du temps et imposant 
à ces fonctions les conditions 

i p^cos{kt -4- a) — po(/s\n{kt •+- a) = o, 

( 7 ) 

( q' sm{/ct-+' ^)-h7P'cos(Â'^-h/3) =0, 

nous avons (comme si/;, q^ a, p ne variaient point),. 

x':= — pksmfkt-h a) — Xcosincof, 
y =2 qkcos{kt 4- [i) -hXcocosG)^. 



(•') 
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Les dérivées secondes de a? et j sont 

x^= — pk^cos{kt -H a) — Xco^costof 

— //A*sin(Â-^ H- a) — pk(x/cos{tk -t- a), 

y'= — 5fÂ-^in(Z-^-f-P) — "Xto'sincof 

-h q' k cas {kt-^^) — rjk^^sin{kt-h p), 

d'où, en tenant compte de la valeur deX, 

( .r'^H- A^r = — A'acosto^ — //Asin(A^4- a) — pkoi/cos{kt -h a), 
(8) < 

( y^ -\' ky = — k^ismiùt •+'g'kcos{kt-h^) —rjk^^s\n{kt -f-ji). 

Nous voulons avoir 

ar"-f- A^r = — AV^cosÔ = — k^a cos(iùt — eç), 
j'^-+-A^j = — A'asin9 = — A'asin(o)^ — eç), 

ou bien, e/i négligent e', 

I.r'^H-A^x = — AV^costoi — k^asintùt ec?, 
y^-4-A'j = — A'asinto^H-AVcosco* ecp, 

la comparaison des équations (8) et (9) donne 

Ip^ s\n{kt -+- a) H-/;a'cos(Af + olj = Aa sinco^ecp, 
r/cos(A^4- p) — q^' sin(A^H- (3) = Aacosco^ecp. 

On tire alors, de (7) et (10), 

// = Aae9sino>< sin(Af -f- a), y'= Aae<pcosa)<cos(A^ -H/^), 

/^a' = Aaecpsin(dfcos(At + (x), y^'= — Aaeçcosa)tsin(A^4- p) ; 
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a 

la fonction (f qui figure dans ces relations est définie par l'équation 

(p' = xy — ya/ = pqk cos(a — p) 4- V to 

l-hXç[Acosa)^cos(Ât H-(3)-+-0)sina>^ sin(^f-h p)] 

4- Ip [k sinco< sin(Â7 -h a) -h co coscof cos(Â:f + a)]. 
Posons 

^ = «/ H- p 
iù = u — ç 

Il vient 



d'où A- 4-0) = 2a, /- — co = 2p. 



( 12) (f^=:pqkcos{cL — p) -t-X*0)4-^g'[wcos(2P^4-P)4-t^cos(2ï^^4-(3)] 

4-^/?[i^cos(2P^4-a) — i^cos(2w^4-a)]. 

Les fonctions /?, q^ cl et i^ sont variables; mais, d'après les équa- 
ti ons (11)9 leurs variations sont de Tordre e. Si nous négligeons ces varia- 
tions dans l'équation (12), nous commettons pour cp une erreur de 
l'ordre e et, en portant cette valeur de (p dans le système (11), nous n'au- 
rons, pour/?, (/, a, p, que des erreurs de l'ordre e'. 

Regardons donc/?, ^, a, ^ comme constants dans l'équation (12) et 
intégrons. 11 vient 

cp = [pqkcos{0L — (3) 4- Vo>]f 

(i3) + v[^^""(^''^"^"t^)"^"!i^'"C^''*"^^)] 



4- — -sin(2w^4-a) — ^sin(2i;f 4- a) 



CALCUL DE p\ 



La valeur (i3), portée dans la première équation du groupe (1 1^ 
donne pour/?' une expression compliquée. Mais le résultat se simplifie si 
nous laissons de côté les termes périodiques, dont la valeur moyenne est 
périodiquement nulle et ne dépasse jamais une quantité de l'ordre e : les 



. ■ » ^ !L- 
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termes de cette nature, dont il serait d'ailleurs facile de tenir compte, ne 
peuvent introduire dans la valeur de p que des termes très petits, négli- 
geables en présence de ceux qui croissent indéfiniment avec le temps. En 
outre, pour les termes périodiques dont la valeur moyenne n'est pas nulle, 
nous remplacerons la valeur vraie par cette valeur moyenne. 
En vertu de l'identité 

2sin(m^H-/i)sin(m'^ 4-//) 

= cos[(7w<' — m) ^4- VL — n\ — cos[(/^^'-h w)^ -h /^'^- a/J, 

un produit tel que sin(mf 4- /^)sin(m'^ -j- /^'), où m^ m', /?, î{ sont des 
constantes quelconques, est la somme de deux termes périodiques à 
valeur moyenne nulle, à moins que Ton n'ait m' = zh m. 

Si A?i'=m, la valeur moyenne est -cos(7i' — li). Si m'= — m, cette 

valeur moyenne est - cos [n H- n'). 

Partant de cette remarque, et remplaçant d'autre part, dans la pre- 
mière équation (i i), le produit : 

sina>^sin(^^ + a) par -cos(2('^-+-a) — -cos(a//^ 4- a), 

on trouve sans peine que les termes conservés donnent 

-r— = j- (w — r'jsinfa — p) 

4- [cos(2t'^4-a) — cos(2//^4- a)] [/?grAcos(a — P) 4- Vo^]^. 

CALCUL DE (l . 

\}\\ calcul tout à fait analogue conduit pour q à l'expression 
ir- = -T sm( a — p) 

Aras 4 ^^ 

4- [cos(2;/t4-p) 4-cos(2t^/ 4- (3)] \pqk^o%{(J.— ^) 4-Â^co]^. 
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CALCUL DE pOi' . 



On trouve de même 



-^ = f cosfa— p) f 

-h [/?^A- ces (a — pj H- Vco]^[sin(2wf H-a) — %\n{'}LVt -h a)]. 



CALCUL DE q^\ 



Enfin 



-T-^ = f cosTa — p) r — -^-— 

— [/7ç^cos(a — p) 4-X^co]^[sin(2a^-|- P) 4-sin('i('f + ^)]. 

Nous voyons ainsi que dans chacune des expressions de p\ </', a', ^' 
figure un terme (qu'on peut appeler terme séculaire^ contenant le facteur 
[^5fAcos(a — p)4- Vco]^. Si nous partons d'un instant initial pour lequel 
nous faisons ^ = 0, ce terme commence par être nul, et, pendant un 
temps suffisamment court, il peut être regardé comme négligeable. 

Plaçons-nous d'abord dans cette hypothèse. Nous obtenons alors le 
système d'équations 

Posant, pour abréger, 

WÏTv — f^' ~8 ITv ^' 



t 
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il vient 

/;'= — iLqs\n{cL — p), f/ = u./?sin(a — (3), 

p(/J= lLpCOs{0L p) (T/?, y[^'= — lLpCOs{0L p) (T^/ 



ou 



(»4) 

/?;^=— {i.qfcos(a— (3) — (7/?, y^=_{/.^cos(a— [i)— (T// 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS (l4)- 

On aperçoit immédiatement la combinaison 

dp dq 

d'où 

;;« + ry» = R». 

R étant une constante. 

Posons alors 

/7 = Rcosy, (/ = Rsin»|. 



Écrivons, en outre, pour abréger, 



Nous avons 



a — p = Y. 
sin»];^ = {JLsin^eosY 



ou 



/ ^ N d^ 

(i5) ;^ = j^sinY, 



Puis 



cos'j»^ = — jxsin^j/cosy — ccos»^, 

d% 

sini^^ = — {^cos'j'COSY — asin^}, 
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d'où 



sin»]ycos^-^ ={jt.cos2'| cosy 



ou bien 



1.^ — 



(i6) tangay -y- = 2{jloosy 

Éliminant le temps entre (i5) et (i6), il vient 



L'intégration donne 



2 d'h , , 

'—r = tangy ffy. 



logsin^ij/ + logcosy = const., 

(»7) i . . 

sin 2t]; cosy = const. = m 

ou, ce qui revient au même, 

(18) 2pq cosj = mR^. 

L'équation (i5) donne alors 

, d'it d'I '2 s\n 2 'l dà 

'it== — rî— = , ^ — ^ • 

/ m^ 

y sin^2 

d'où 



2 o .». 






C0S2dt 



2 0.^ = arc cos 



OU bien 



(19) COS2t^ = V^* — m*COS2^UL/. 

Pour interpréter ces résultats, considérons l'ellipse représentée par les 
équations 

X=pCOS{/it -f- CL) y 

y =grsin(At+P). 

y. E. p., 1" s. (C. n*» 11). 14 
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L'équation cartésienne de cette ellipse est 

ou 

' ' ' sinY = cos'Y. 



•> • ^- •> 



Les directions principales correspondent à des angles polaires /^, , /^^ 
vérifiant la relation 

Les carrés p^ et p^^des axes sont les racines de Téquation 

(ai) p* — (/;^4-7'^)p^H-/?'(7*cos*Y = o. 

On voit immédiatement que les axes sont de longueur constante. D'ail- 
leurs l'équation (20), si Ton tient compte de (17) et (19), donne 



tangav = ^-1 = i ^ = tangaa^, 

t> r>» cos a '^ cos 2 y o t ' 

d'où 

Par conséquent, les axes de l'ellipse tournent avec la vitesse con- 
stante ^. En se reportant à la définition de {/., on trouve que cette 
vitesse est 

ou bien 

Ce résultat, rapproché des équations (6), montre que les conclusions 
de M. Foppl doivent être modifiées eu ce sens que Tèllipse, tout en con- 
servant une grandeur constante, tourne autour de son centre avec la 
vitesse (jl, qui grandit à mesure que ca approche de la vitesse critique k. 
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Nous avons fait usage des formules simplifiées (i4) qui, d'après la 
façon dont elles ont été obtenues, sont valables seulement pour un très 
petit intervalle de temps, à moins que le coeflîeient du terme séculaire ne 
soit nul. Mais il est clair que, l'origine du temps étant arbitraire, ces deux 
faits : constance des axes de l'ellipse et constance de leur vitesse de rota- 
tion, doivent avoir un caractère permanent. 

Remarquons d'ailleurs que, d'après l'équation (i8), l'expression 
pq cos^ est constante et qu'il en est de même, dès lors, du coefficient 
pq cosy -f- V to du terme séculaire. 

Ce coefficient, d'après Téquation (i3), représente la valeur moyenne 

de 9'. D'autre part, nous avons ^ = to — ecp', c'est-à-dire que la valeur 

moyenne de ^ (vitesse angulaire du disque) présente, par rapport à la 

constante to, la petite différence ecp'. Ceci étant, rien ne nous empêche 
de modifier la constante to de telle façon qu'elle devienne rigoureuse- 

ment égaie à la valeur moyenne de -r-; alors la constante /^^/cosy H-X^to 

est nulle, et le terme séculaire disparaît^ ce qui rend les équations (i4) 
valables pour un intervalle de temps quelconque. 

En résumé : 

y4 un premier degré d'approximation^ il est permis de dire que le 
mouvement du centre de gravité s'obtient par la composition d'un mou- 
vem£nt circulaire et uniforme avec un mouvement elliptique à accéléra- 
tion centrale. Mais, dès qu'on passe au second degré d' approximation^ 

c'est-à-dire des qu'on tient compte de la seconde puissance du rapport -y 

V ellipse doit être considérée comme possédant autour de son centre une 
rotation uniforme^ d'autant plus rapide quon approche davantage de 
la vitesse critique. En outre, au même degré d' approximation y le mou- 
vement est troublé par un grand nombre de petites oscillations pério- 
diques de durées différentes, dont le calcul, d'ailleurs aisé, serait long et 
dénué d'intérêt. 



SUR LES 



COORDONNÉES PLÙCRÉRIENNES DE DROITE, 

DANS L'ESPACE A n-l DIMENSIONS; 
Par m. Léon AUTONNE. 



INTRODUCTION. 

On sait le rôle important que jouent en Géométrie : 

Soit la notion de l'espace réglé, c'est à-dire envisagé comme lieu de 
droites, 

Soit les coordonnées pliickériennes d'une droite. 

On trouvera, par exemple, dans le Livre de M. Kœnigs, La Géo- 
métrie réglée et ses applications (Ganthier-Villars, 1895), des rensei- 
gnements circonstanciés, tant sur la théorie que sur son développement 
historique (Travaux de Malus, Pliicker, Sophus Lie, M. Klein, etc.). 

Les premières coordonnées de droites, introduites par Plûcker dans 

sa jNeue Géométrie des Raumcs, sont les quatre paramètres a, i, g*. A, 

pour la droite 

xz=Laz+g, 

Plus tard, en coordonnées ponctuelles homogènes, on a pris pour la 
droite des deux points a^ et a^^ définis par leurs coordonnées a^j et «jy, 
î^îy = 4iî c^> comme coordonnées pliickériennes, les six déterminants 



PiJ=^U^2j—^ij^2i 
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du Tableau 



a,, a, 2 «,3 a,. 



«21 «22 «23 «24 



Les six variables homogènes p^j sont liées par la relation fonda- 
mentale 

Ce sont les coordonnées tétraédriques. Enfin, on emploie aussi les 
coordonnées de M. Klein, six variables homogènes ç,, . . . , ç^ liées par 

^2 >"2 

;' + . . . + ;; = o. 

Il m'a paru intéressant d'étendre ces notions à un espace €, à un 
nombre quelconque n — i de dimensions, où les points sont définis 
par n coordonnées homogènes. 

Prenons m points a,-, j i = i , 2 , . • . , m ; /n < /i } et leurs nm coor- 
données a^j. 

Le lieu des points x^ tels que leurs coordonnées Xj sont données par 
les relations 

a7y= 5j^'^'V' ^i^^ param, variable, U = ^;y=^!? 

est par définition une droite /?, ou p^^ de degré m. Un point est une 
droite de degré un\ un plan est une droite de degré n — i . 
La droite p est définie par 



( ri\ n\ / n \ 

\ni ) ml (n — m)! \n — m J 



coordonnées pliickériennes homogènes. 



Pn |/=i,a, •••,(;,)} 
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déterminants à m^ éléments du Tableau 



a 



f f 



a 



//If 



a 



i/i 



a 



mn 



On sait que les p^ sont liées par 



S\L[n^ m) = f ^ j — j — m{n — m) 



relations fondamentales, homogènes, distinctes, 

?(t(/^) = o, Î(J=i, 2, . . .,mL{n,m)\ 

où Ton peut toujours prendre pour les ç^ des formes quadratiques. 

J'ai peu insisté sur cette matière des relations fondamentales. C'est un 
chapitre, aujourd'hui passablement connu, de la théorie des détermi- 
nants. 

Je me suis borné : 

A indiquer un procédé pour écrire immédiatement les équations 

A montrer que les coefficients des formes ç^ ne dépendent pas de 
l'entier /i, mais seulement de l'entier m. 

Est établie ensuite une théorie de la dualité. Comme contre-partie des 
coordonnées-points /?^, s'introduisent des coorJon nées-plans ttf,, les- 
quelles, du reste, coïncident avec les />^, à l'ordre près. 

Tel est l'objet de la première Partie. 

Effectuons, dans l'espace € et sur les coordonnées ponctuelles .ty, la 
collinéation ou substitution linéaire /laire, 



a = 



X. 



S". 



jk"^!! 



ly, *=i, 2, ...,«}. 
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T 



,e% pi se trouvent transformées par une substitution linéaire ( " )-aii'e, 



A = ^,„a = 



g 



2 ^e'P' 



jg-,/=I,2, ...,(^)j. 



Les coefïîcients A^^ de A sont les 



L'étude des dépendances mutuelles entre a et A constitue la matière 
de la deuxième Partie. 

( j mineurs m -aires, c'est-à-dire 

à m'^ éléments, du déterminant la^^^l des a^^. 

Nommons X la transformation géométrique que subit l'espace réglé €, 
l\ n — I dimensions, quand les /?^ subissent la collinéation A. 

Les groupes a. A, Jlo, des opérations a. A, <k respectivement, sont 
isomorphes. On en discute Thémiédrie, 

Ici se présente une difficulté assez sérieuse : pour une opération ol> 
donnée, il n'est pas évident que la collinéation A soit définie sans 
ambiguïté. 

Voici pourquoi : 

Deux substitutions ( ^ J-aires, 



A = 



g 



2 ^«'P' 



2 ^-'/^' 



ne seront pas distinctes au point de vue géométrique si, pour toute com- 
binaison de deux indices g et g\ on a 



2 ^^'P' 2 ^^'P' 

t __{; 

2 ^siPt 2 ^^f^'P'' 
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OU encore 

2 ^g'P' 2 ^''P'' 



Kip) = 



^%Pi 2B,yy., 



= o. 



Or toutes les formes quadratiques $ ne pourraient-elles pas s'ëvanouir, 
sous le bénéfice des relations fondamentales? 

La difficulté ne se présente pas pour la coilinéation ponctuelle, car les 
coordonnées ponctuelles ne sont liées par aucune relation. 

Grâce à une discussion un peu minutieuse, je suis parvenu à établir 
que, dans Tétude des relations mutuelles entre les substitutions linéaires a 
et A, on n'avait pas à se préoccuper des relations fondamentales : tout se 
passe comme si les p^ étaient variables indépendantes. 

Le problème essentiel est celui-ci : quelles sont les conditions J, 

nécessaires et suffisantes, auxquelles doit satisfaire \^ \ )-aire A, pour 
qu'il existe au moins une /i-aire a, telle qu'on ait 

A = A„a? 

Autrement dit : à quelles conditions J sont assujettis les ( ^ j coeffi- 
cients A^^ de A pour devenir les ( ^ j mineurs /7i-aires d'un déterminant 

à 11^ éléments? 

Il y a trois conditions J. La condition J,, à peu près évidente, signifie 
que la coilinéation A admet pour invariant le système des relations fonda- 
mentales. 

Nommons faisceau-point ou gerbe le système des droites, qui ont en 
commun un point. La condition J, signifie que la transformation géomé- 
trique ci change tout faisceau-point en un autre faisceau-point. 

La condition J, est la contre-partie dualistique de la condition J,. 

J*indique un procédé régulier de calcul : i° pour la vérification des 
conditions J (évanouissement de certains déterminants), s'^nsirrationna- 

/. JJ. P,, a's. (C. nMl). i5 



r-v-^^ 
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lités; !i® pour la construction effective de la substitution a, quand A 
satisfait aux conditions J. 

Dans la troisième Partie, on examine ce que fournissent les méthodes 
générales précédentes dans le cas de l'espace ordinaire : /t = 4> w = 2, 

(^\=6. Les conditions J sont celles-ci : « la substitution A a pour 

'déterminant + i et admet pour invariant absolu la forme quadratique 



Lyon, le \*' octobre 190 5 



M ^%^dc J- 
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DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 



V. Introduisons ou rappelons d'abord quelques définitions, notations 
ou locutions qui sont d'un usage continuel dans la suite. 

2"". La notation 



a = [a,j] = (a,j), 



I l ■ l|2, m • » j rwl y ] — < • l,^|«**y/l'>9 



désignera le tableau à m lignes et à n colonnes 



a 



a 



1 1 



a 



//Il 









«n 


• • • 


• • • 


«./, 




• • 


• • • 


«.y 


• • • 




«.. 


• • • 


• • • 


««. 




• • • 


• • • 








««. 


• • • 



• • • 



a 



a 



lit 



a 



in 



• • • 



a 



mm 



Si n = my on a un tableau carré ou matrice n-aîre, qui aura un déter- 
minant \a\. Un déterminant à 71^ éléments sera dit un déterminant 
n-^dre. Vin pareil déterminant aura des mineurs q-airesy c'est-à-dire à 
q^ éléments, q'in. 

Un mineur ^-aire sera évidemment un mineur d'ordre n — ^, ou un 
mineur (n — ^y^'"^. 

Un Tableau a fournira des déterminants p-aires, déterminants de ma- 
trice p-aires, j p f /w ; p ^/i j. Si tous les mineurs (r + i)-aires sont nuls, uu 
au moins des mineurs r-aii*es étant différent de zéro, alors on dira que r est 
le rang du Tableau et l'on écrira 

r = Rg[a,.J. . 



Soit n le plus petit (ou la valeur commune, dans le cas d'égalité) des 



SUR LES COORDONNEES PLUCKERIBNNES DE DROITE, ETC. I 1 7 

deux entiers m et n; on dira que le Tableau est correct si r atteint sa 
valeur maximum rs. 

3*". Prenons la matrice Ai-aîre a = [a^j] . Si les éléments a,, 9 situés sur la 
diagonale principale, sont seuls différents de zéro, la matrice devient 
canonique. Si les a,^ sont tous égaux à i, on a la matrice 7? -aire unité ^ 
ou e. 

La matrice a définit sans ambiguïté \b. forme bilinéaire 



a{x\ y)=^aijYiXj 



et la substitution linéaire 



a = 



a(z'^ u) 



dui 



z- 



2 



a^jZj 



On écrira 



^M=S^</^>> 



la substitution a se désignerait alors par la notation 



a-=\Zi 



a[zj| et même a = \z «[sj|, 



symboliquement. Pareillement pour une matrice Ai-aire s = [^,7], la nota 
tion symbolique s[z] = o signifiera le système des n équations 

^SijZj=0. 



La même notation symbolique vaudra aussi pour les Tableaux a = [ciy], 
/f /n; jt^\ ^^ représentera le système des m équations à n incon- 
nues Z: 



a[z\ = o ou ^ a(jZj= o. 
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4**. Tout Tableau peut être changé en matrice par Tadjoilction de 
lignes ou de colonnes, composées de zéros. Il suffira donc de considérer 
des matrices. 

^''. Les deux matrices 

sont transposées Tune de l'autre. 

On sait que la matrice c = a6 ou produit des deux matrices /i-aires 

est la n-aire 



^[^/y] = [2'*^*M' 



Je renvoie au Mémoire de M. Frobenius (II, Index) pour les détails 
du calcul symbolique des matrices. 

On s'assure aisément \voir^ par exemple (VI, Index) ^ à la page 7] 

que toutes les règles du calcul symbolique s'appliquent indifféremment 

aux 

matrices, 

formes bilinéaires, 

substitutions linéaires. 

II. est presque toujours inutile de distinguer les trois choses. Je dirai con- 
stamment la n^aire a, désignant indifféremment la matrice, la forme ou 
la substitution ; je ne distinguerai qu'en cas de nécessité. 
Dans les démonstrations, on raisonnera sur les matrices. 

6**. Je suppose connue du lecteur la théorie des Elementarteiler de 
Weierstrass (I et II, Index). On la trouvera résumée à la page 8 et sui- 
vantes (VI, Index). 

Elementarteiler est traduit par successif^ sous-entendant facteur ou 
diviseur. 
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7"*. La notation 



a 



ay 



hj 



yj 



(où a = [agjy], b=[b^j], ... sont des Tableaux 
ày colonnes et à a, p, y, ... lignes, jaf a; p^p; . . . |) 



désignera le Tableau à n colonnes et k m = 
obtenu en écrivant au-dessous les uns des 



a+ (i + YH-. . . lignes, 
autres les Tableaux a, 



S^. La notation 






signifiera une expression (polynôme ou fraction rationnelle) homogène 

par rapport à des variables <r, avec le degré a d'homogénéité, 
par rapport à des variables/, avec le degré (3, . . . . 

9^. On emploiera quelquefois, pour désigner des Tableaux ou des 
matrices, certains schémas, qu'il convient d'expliquer une fois pour 
toutes. 

Un Tableau à m lignes et à n colonnes peut être décomposé en 
Tableaux partiels. On écrira en ce cas 



V 



r 



. • • . 






a 






u 



a. 


a. 


a. 




b. 


b. 


.b. 




d, 


da 


d. 









m= a-f- 



(jt.'+a'^+ ..., 



n 



= À •+■ A — (— À -f- • • • • 



- - r^^vv 
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OÙ, par exemple, 



a^ est un Tableau à [l lignes et 'k colonnes, 

rf, est un Tableau à [l'^ lignes et >.'^ colonnes, etc. 

Si, pour une matrice /z-aire a, on a 



h 



I^* 



l^a 



a. 


a. 


b. 


b. 



W=A, + )^, = J^,-hfJ,j, 



la transposée sera donnée par le schéma 



I*< 



\>-2 



a 



1 

a. 


b; 


a. 


b; 



).. 



\: 



a', = Tableau transposé du Tableau a,, 

b' = 3D » b,, 

etc. . . 



Un Tableau se transpose d'ailleurs en écrivant les lignes comme 
colonnes et réciproquement. 

W. Considérons deux matrices /i-aires, 



P = 



/2-X 



A 


B 


C 


D 

1 



Q = 



n — \ 



1 n - 1 



a 


b 


c 


d 



1 



n — 
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où 



A et a sont deux matrices X-aires; 

h et d » (/i — >i)-aires ; 

B et b sont deux Tableaux à X lignes et n- 

On s'assurera, par un calcul simple, que Ton a 



1 colonnes, etc. 



PQ = 



Aa-t-Bc 



Ah^Hd 



Ca + Dc 



Cb^Dd 



formule (o)}. 



n — A 



n — Â 



Cette formule est susceptible de nombreuses applications. 
Un zéro, mis dans une case du schéma, indique que le Tableau 
désigné a tous ses éléments nuls. 



PREMIÈRE PARTIE. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COORDONNÉES PLUCKÉRIENNES. 



CHAPITRE I. 

Définition des coordonnées plûckériennes. 

1^. Dans un espace, k n — i dimensions, € prenons un point x par 
ses n coordonnées homogènes 



Xj^ 



avec 



y = i, 2,...,// 



m points «,, de coordonnées a,y, i/= i , 2, . . . , m; mf /2J seront dits //- 

y. E. I\, »• 8. (G. u*» il). If» 
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néairement distincts ou linéairement indépendants si Ton ne peut sa- 
tisfaire aux n relations 

qu'en annulant tous les m paramèti^es \. Dans le cas contraire il y aura 
entre les m points a^ une dépendance linéaire. 

2^. Pour que les m points soient linéairement indépendants , il faut et 
il suffît que le Tableau 

à 772. lignes et n colonnes, ait le rang m et soit correct, 

Considérons les 



\ni J m\{n — m)\ \n^-'mj 



combinaisons, telles que y , . . • y,„, des n indices/, pris 7?i à m. Numé- 
rotons ces diverses combinaisons par un indice / variant de a7i à \y 

Sauf avis contraire, les indices y\ , y., , . . . ,y,„ seront supposés rangés en 
ordre croissant. 

On peut alors désigner sans ambiguïté par 



Pn '=*'^'--->(m) 



les mineurs 77i'aires fournis par le Tableau cl>. Le mineur obtenu en pre- 
nant les colonnes y,, y,, . . . ,y,^, dans l'orlre croissant des indices, est 
désigné par /7^, l'indice / correspondant à la combinaison y, y a . . . j^* 
On écrira aussi 

A= (yiy» •••/«)• 

5*". Considérons m points a, linéairement distincts. Une droite p de 
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degré m sera jjar définition le lieu du pointa:, tel que. 

(o) Xj=z ^^^,y; ^= param. variable. 

La droite p aura pour coordonnées pUlckéricnnes homogènes les ( '^ ) 
paramètres p^^ ci-dessus introduits. 



/4^ Soit 



® = [</]; \ij=\, 2, . . .,/n|, ICOlr^to, 



une matrice m-aire. Le Tableau 



i' 



[^^"'^'Vj» 



de rang m., fournira, comme mineurs m.-aires, les quantités 

p,\(Q\. 

Les deux Tableaux A> et (QA donnent la même droite/;. 
Cela résulte aussi de la formule (o) du 3", car l'expression 

i V 

est identique à 

2 ^'^> 2 ^'^'" 



I' 



et tout revient à efïectuer sur les m paramètres variables t^ la collinéa- 
tion ÛE)', transposée de ÛE). Cela évidemment est indiflerent. 

S". Cette remarque permet, sans changer la droite/?, de mettre le Ta- 
bleau t^û sous une expression réduite plus simple. 

Supposons qu'une des coordonnées /?p par exemple /^j^, soit différente 



.■» v»'- 



•-. - 
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de zéro, 



p^=^ {i 23 . . .m)r^o 



Nommons $ la matrice m-aîre, telle que /?^ = |$|, obtenue en prenant 
les m premières colonnes de Â>. Choisissons (0 telle que (Q^=p^ E, 
E étant la m-aire unité. 

L'expression réduite sera, pour la droite /;, et par définitioiiy 



\ 



m 



P.^- 







= (JE)ci., 



m 



n — m 



ce qui revient à faire «,/= o pour i'^ i, /'^m, et a,Y==/;o Tous les/;^sont 
multipliés par le déterminant /?7"* de ÛE). 11 y a évidemment autant d'ex- 
pressions réduites, pour le Tableau o1, différentes, qu'il y a de/?; diffé- 
rents de zéro. 

Je fais dans la suite grand usage des expressions réduites. 

6°. Prenons maintenant une matrice /i-aire, jy, y' = i , 2, • . . , /ij 

\fi> = [*-], |llî)|:5^0. 

Désignons par les indices / et /', pris dans la suite i, 2, . . ., \)y 
les deux combinaisons 



JJ2 -J 



m 



et 



•' »r 



J \J 1' ' 'J 



tu 



des n nombres 1,2, . . . , /2 pris m à m. Nommons 






le mineur m-aire de i)l>, obtenu en prenant, dans la matrice iD>, les lignes 
d'indicesy,, . . . , y^^ et les colonnes d'indices y,, . . . , j^. 



Jfa^W'_L'tL^^n ^ 
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La matrice ( ' J-aire 



B=[iv], j/,/'=i,t.,...,(;; 



m 



aura, comme on sait, son déterminant 

|B| = |ifi,|Vo, 

n \mj {m — «)! (/i — fn)l \m — ly 

On pourra efleetuer, dans l'espace €, sur les points x la collinéation ill>. 
7*". Par Teffet de cette collinéation le Tableau ^\> devient Je Tableau 

Choisissons le mineur /?^= (y, . . .y,J du Tableau J> et le mineur corres- 
pondant du. Tableau <Ày\Sh\ 
On aura évidemment 

i' 

lifi Siyant la signification indiquée plus haut (â""). 

La collinéation iA>, ponctuelle et /^-aire, se traduit sur les coordonnées 

piûckériennes />;, parla collinéation ( j-aire B, 



B = 



/^n. 2^''^' 



La collinéation B, considérée géométriquement, remplace la droite/;, dont 
les /7, sont les coordonnées, par la droite ^, ayant pour coordonnées 
les q^. On dira que q est V image de p par B et Ton écrira 

r/ = B[/;]. 
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S"*. Si l'on effectue sur les Xj les diverses collinéations /^«aires 

iiî), ifi>f*^ iiy'^ ... 

d'un groupe ilb, on opérera sur les q^ les collinéations ( j -aires corres- 
pondantes 

B, B^^\ W'\ ... 

d'un groupe B. Les deux groupes i)î> et B sont évidemment isomorphes. 

9". Une matrice ( ^ j-aire telle que B n'est évidemment pas la 

( j-aire générale. Les B,/ sont, au contraire, liées par des sujétions 

fort étroites que Ton étudiera plus bas (Seconde Partie). 

De même on examinera aussi de plus près (au Chapitre VII) l'isomor- 

phisme des groupes ili> et B. 

CHAPITRE IL 
Relations fondameatales. 

lO"". Les \) quantités pi^ coordonnées de la droite p et mineurs 

m-aires du Tableau X^=- [^/y]) ne peuvent pas être choisies simultanément 
d*une façon arbitraire. Les /7^, au contraire, sont liées (Pascal, p. i i5 
à 1 2^) par des relations algébriques qui se réduisent à 



(^^J — \—m{n — m) = iù (//, m) 



distinctes. Nous dirons que ces relations soiA fondamentales et forment le 
système fondamental ù (n, m). 

Je me propose de compléter, sûr cette matière, l'analyse de M. Pascal, 
dans la mesure nécessaire à mon objet. 

il". Parmi les Pj, prenons, par exemple, p^ = {i2. ..m)^o et met- 
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tons le Tableau A sous l'expression réduite (S*") 





m 


n — m 


i' = 


r 


c 



m 



où r est la matrice mr-aive y^^E, tandis que C est un Tableau à m lignes 
et n^m colonnes. Dans F les seuls éléments non nuls sont ceux de la diago- 
nale principale, qui sont tous égaux à p^. 

Un mineur A-aire de F, non nul, est égal à ±/;*, h^m. Un minein* 
nul peut aussi être considéré comme divisible par ^*. Donc tout mi- 
neur h-aire de F est divisible par p''^. 



12°. Dans les Tableaux e^l> et P, on nommera correspondants les mi- 
neurs m-aires p^ (pour X) et P^ (pour P ) formés avec m colonnes de 
mêmes indices. On a vu (S"") que Pi = p^p'^ 



r 



IS**. Prenons, dans le Tableau ^, un mineur A-aire L, h^m. 

Les h lignes de L, par leur intersection avec la diagonale principale du 
Tableau carré F, déBnissent, dans F, h colonnes. Considérons les m-h co- 
lonnes restantes de F. 

Adjoignons ces m-h colonnes aux h colonnes de f, qui figurent dansL. 
Nous obtiendrons ainsi, pour L donné et sans aucune ambiguïté, un 
certain déterminant P^. Dans ceP^là, chacune des m h colonnes emprun- 
tées à F aura un seul élément égal kp^ et les autres nuls. Il viendra, 
comme on le voit facilement, 

Mais déjà 
d'oii 

C'est une propriété qui peut s'énoncer ainsi : 

Théorème. — Tout déterminant h-^ire, mineur du Tableau ,P, est, au 



"^.y 
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signe près ^ le produit par p''^^ d'un certain pt, défini sans aucune ambi- 
guïté, h^m. 

Je dis au signe près, parce que, clans le raisonnement ci-dessus, on a 
fait abstraction de Tordre des colonnes dans les déterminants. 

IA'\ Faisons, en particulier, /* = i . Le tliéorème montre que les éié- 
nnents des Tableaux J^, F et C sont des quantités pf. 

Posons notamment C = [cvj, i/=i , 2, . . . , /w; A' = i, 2, . . . ,/i — m{. 
Pour avoir r,.^ il faut faire (13**) A = i ; alors le p^ qui s'introduit em- 
prunte m — 1 colonnes à la matrice F et possède m — i indices communs 
avec le déterminant p^. 

Pour achever le calcul de c,^, écrivons, avec les notations du 2"*, 

P^= (i , 2, 3, . . . , / — I , /-t- 1 , . . . , m, m+ Â) 
= ( — i)'''^*""'(i, 2, 3, . . ., / — I, m + A-, /+ I , . . ., m) 



= {- ir-'-%,pi_ 



I* 



D'où, Pi correspondant à P^ (12*"), 



..,=(_,)— 7., 



'^,. 



Nommons catégorie d'une p^ pour la hase p^^ le nombre d'indices qui 
figurent dans p^^ sans figurer dans /7^, c'est-à-dire supérieurs à m. On voit 
que les éléments c^^ du Tableau C sont des p^ de première catégorie. 

Combien y a-t-il de/?^ possédant la catégorie h, h^m? 

Une pareille p^ possède : 

h indices de colonnes, choisis dans la suite 

m-i- I , /?i H- 2, . . ., //, 
c'est-à-dire de 

façons possibles; 
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m — h indices choisis dans la suite i , 2, . . . , m, c'est-à-dire de 



■ ( m \ 
\m — hj 



façons possibles. 

La catégorie h fournit ainsi 

f n — m\ f m \ 
_ • \ h ) \m-h) 

quantités /7^. 

Il y a notamment m{n — m) coordonnées/;^ de première catégorie. Ce 
sont précisément les m (n — m) éléments c^^ du Tableau G. p^ est la seule/7 
de catégorie zéro. 

La catégorie ne peut évidemment dépasser ni m ni n — m. 

IS^. Prenons une pi de catégorie h. Le P^, mineur correspondant du 
Tableau f, empruntera h colonnes au Tableau G et m — h colonnes au 
Tableau F; il viendra V^ = p"^"'' K^ oh A est un mineur h aire du Ta- 
bleau C, c'est à-dire un polynôme homogène de dimension h par rapport 
aux quantités c,^, qui sont des/?^ de catégorie un. 

D'autre part V^^p^pl'' (S*'). Finalement 

(o) p.p'r=^^ 

Cette formule permet d'exprimer rationnellement toutes les f ] quan- 
tités/?^, à Taide de p^^ et des m (/^ — ni) quantités/?^ de première catégorie. 
IjCS formules (o) sont au nombre de 



(^^^ — 1— m(/i-m), 



puisqu'il y a pareil nombre de/;^ avec une catégorie supérieure à i . 

Ce sont les relations fondamentales (a) de la page 121 du livre de 
M. Pascal. Elles apparaissent comme un corollaire du théorème du IS"". 

16°. Cette manière d'écrire le système fondamental û (//, m) (10**) con- 
duit à annuler des fonctions homogènes des/;^, jusqu'à la dimension m 
inclusivement. 

/. E, P. y •!• S. (G. n° li). 17 
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M. Pascal a montré que l'on peut toujours s'arranger de façon à n'avoir 
à annuler que des formes quadratiques des p^. 

Je vais généraliser l'analyse de Pascal (p. 121 à 124). 

17°. On obtient un nombre considérable de relations fondamentales 
quadratiques en opérant de la façon suivante. 

Reprenons 11° les Tableaux C et P, la matrice F. Choisissons dans G 

indices de lignes et répartissonsles en deux suites a^ . . . cl^'^ et [i^ . , . (3^% 
Puis combinons ces h lignes avec h colonnes ^^ ... ^^ de G, de façon à 
avoir une matrice // aire 5C. 

Répartissons, de toutes les façons possibles, les /t colonnes gi •- - gh ^'^ 
deux suites y, . . . y^ et 0, . . . 8^-. 

Nonmions/ par exemple, 

les mineurs A'-aire et //'-aire de C, obtenus en combinant les lignes 



\Aà I • . . ^« j 



avec les colonnes y, . . . Ya? ^^^• 

Le déterminant 5C| de la matrice 5C est 



2±<^ 



où la sommation s'étend aux f ,, j façons de former les deux suites des y et 

des 0. 

Dans le ihéorènie du 13*", il correspond à S^ une certaine 
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ainsi formée : les colonnes k' . . . k' ,, subsistent dans la matrice F quand 

I /n—n 1 

on a supprimé les /if colonnes, qui passent par Tintersection de la diajço- 
nale principale de F avec les /t lignes de JP. • 
Le théorème du 15"^ donne 

et, de même, 

DTl = [k] . . . /•_,, ; 0, . . . v) X /C' • 

Si les deux suites a, ... a^^ et /3| . . . ^^" n'ont pas d'indices comminis, 
i3C| est un certain mineur A-aire de G et, en vertu du même théorème, 



|je|=x-'H, 

H étant une certaine/?^. 
Il vient fliors 

c'est-à-dire, puisque h = /*'+ //', 

/^H = 2 =t iK . • • ; T, • . .) (^''. • • • ; Oi • • •) 

relation fondamentale quadratique. 

Si les deux suites a^ . • . a^^ et p^ . . . ^^^ ont des indices communs, 



oe 



= o 



et l'on a la relation fondamentale quadratique 

o = 2=±=(*', . . .;Ti- • •) (^v . .; 0, . . .). 

Ou aura encore des relations fondamentales quadratiques eu traitant 
dans le déterminant |3C| les lignes comme des colonnes et récipro(|ue- 
ment. 

18". Ces relations fon lamentales quadratiques ne sont évidemment 



r 
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pas distinctes des relations quadratiques (b) de M. Pascal (Pascal, p. i aa). 

Je n'insisterai pas davantage sur la construction effective du sys- 
tème l}(/i, m) des relations fondamentales. û(/i, m) peut s'écrire d'une 
infinité de façons différentes, dont Ténumération complète paraît ardue. 
Pour plus de détails, je ne puis que renvoyer à l'exposé précité de M. Pascal. 

Par contre, je développerai quelques explications générales utiles à mon 
objet. 

19*". De Tanalyse qui précède (13® à io''), on peut déduire encore une 
remarque. 

Soit un Tableau ol> = [«/y], j^= i , 2, . . ., m; y = i, 2, . . ., n}, qui 
donne une droite/? de coordonnées p^. Sans changer /;, on peut prendre 
pour ci l'expression réduite et faire r=E, /?^,= i. Alors, dans la 
matriceF, les éléments sont zéro owp^ ; dans le Tableau C = [<^Va]ï I ^ = ' ? 
2, . . ,, n — m}, les Cij^ sont au signe près des p^ de première caté- 
gorie (14''). Bref, a il est licite de supposer que, dans le Tableau (^l>, qui 
fournit la droite /?, tous les éléments, au signe près, sont des coor- 
données y;^ de la droite. » 

20**. Théorème. — f \ quantités quelconques qiy liée s parle système 

fondamental ù{ji ^ w), sont toujours les coordonnées p^ d'une et d'une 
seule droite p. 

Comme les q^ satisfont au système û, on sait à quelle coordonnée p^ 
doit correspondre chaque q^. Supposons ^^r^ o et ^^,= 1 . On saura dis- 
poser les qi [en changeant convenablement (14'') le signe de quelques- 
unes des qi\ de façon à écrire l'expression réduite (11**) i^d'un Tableau, 
la matrice F, le Tableau C = [c,.^] où c,^ est au signe près une certaine q^. 
Alors, en vertu des relations fondamentales (IS""), le mineur m-aire p^ du 
Tableau r est proportionnel à q^. 

11 existe donc au moins une droite/;, fournie par le Tableau S\ et dont 
les coordonnées sont proportionnelles aux q^. Existe-t-il encore une autre 
droite/?' ayant ses coordonnées proportionnelles aux q^^ 
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Le leinme, que nous établissons plus bas, permet de répondre par la 
négative et achève la démonstration du théorème. 

21°. Lemme. — Une droite est définie sans ambiguïté par ses coor- 
données qi. 

Soient •^X = [a,.y] et '^J =^ [a|.] deux Tableaux, 

tels que leurs mineurs m-^ires p^ et p\ soiisnt proportionnels aux q^. 

Je dis que les deux Tableaux définissent, au sens des S"" et 4'', la même 
droite. 

Il est licite d*admettre que cl> et X' sont tous deux sous Texpression 
réduite (5*"), et écrire, puisque y^ = (i 2 . . . m) rj^ o, 



m n — m 



>to ^= 



M = 



£ 


C 




E' 


G' 



m. 



c = [c, J 



Ar = I, 2, . . ., /^ — m 



»? 



avec nos notations habituelles. 
Il vient d'abord y^^ = i , y^^ = 1 . 
Prenons maintenant le mineur 

Pf= (12 . . • / — 1 , 771 + A*, /-f- I . . . m) 

obtenu en remplaçant, dans p^^ la e'^"* colonne, par la colonne A^*""* de G, 
c'est-à-dire (/w -h A*)'^"* de X. On a évidemment (14^) 



et, de même. 



(- 



^) Pi 



C 



ik 



(- 



V Fi 



^/A- 



* ■•« 
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La proportionnalité des p^ et p\ aux qi donne, puisque /^^ =/^o "^^ * ' 



^ik ^ik ' 



c'est-à-dire, dans les Tableaux ^t et ci', a.— ^Oijy p = facteur de pro- 
portionnalité. 

Autrement dit : les m points a,, qui définissent (S**) la droite fournie par 
le Tableau d., coïncident avec les m points a., qui définissent le Tableau d/. 

Les deux Tableaux fournissent ainsi la même droite, c. q. f. d. 

22°. Comme application, prenons le cas le plus simple, m = 2, /i = 4. 
ù se réduit à une relation fondamentale unique. 
Posons 



«,i ^^a 0^^ a,. 



r/ji G 22 ^25 ^^2 h 



= V'ij] ' 



/^aP 



^la ^ip 



^2a ^'2«J 



Sous expression réduite, X s'écrira, si p^^^ o = i , 



?. 



9. 



cilo = 



I o c,, r,2 



o I r,, r,, 





E 


C 



7^2 = 



Z'. 



■2 3 



C 



Pzs= — '' 



I I ' 



21 "i 



p*K= ^A^ 



I k ^^22* 



/^24 = 



r* 



I 2' 



Si les coordonnées de la droite sont données, le Tableau ci s'en déduit 



sans aucune ambiguïté. 



CHAPITRE IIL 

Relations fondamentales quadratiques. 

25**. Dans le Tableau =.l5=[a,y] considérons les m éléments a^ de 
la y'*^'"® colonne. Chaque/;^ est homogène : 1° avec le degré un, par rap- 



« » 
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poit aux a,.y, si p^ contient la colonne y; 2° avec le degré zéro, si la 
colonne j manque dans pi. 

Pour exprimer cette propriété, je dirai que pi est homogène, avec le 
degré un ou zéro d'homogénéité, par rapport à l indice j. 

Considéroîis un produit de N facteurs 

I I /^> » A = /,/,...,/ , 

X 

égaux ou distincts. Si Tindiccy figure dans v^N des N facteurs, on dira 
que le produit possèle par rapport à l'indice y le degré v. 

{]n polynôme est homogène par rapport a l'indice y, si tous les termes 
ont, par rapport à/, le même degré. 

24*". Soit ^ (/>>) un polynôme homogène et de degré N* par rapport 
aux p^. Supposons que Y s'évanouisse identiquement pour toute droite p. 
Autrement dit, l'égalité T = o est une conséquence des relations fonda- 
mentales. Je me propose d'examiner quelques propriétés générales de W 

2d". Prenons un indicey dans la suite i 2. . .n et écrivons 



= 2"!'.= 



T.- 



... 



où T^ est l'ensemble des termes de T, qui possèdent, par rapport a l'in- 
dicey, le degré v d'homogénéité. 

Si l'on effectue, dans l'espace C, la collinéation ponctuelle il!> du 6*^, les 
coordonnées 

de l<i droite ry ^= lî[/;J (7*"), i:nage, par la colliuéiition 



(;;).aire « = [B,,], 



de la droite/?, satisfont, tout comme les p^^ aux relations fondamentales. 
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Autrement dit, le système fondamental ù (n, m) est un invariant vis-à-vis 
de la collinéation 6. 

Si Ton a ^{p) = o, on a aussi, toujours en vertu de Û(/i, m), 

26"". Prenons pour la collinéation \(2> la canonique /i-aire 

«.= 1 pour a^y, *y=«. 

lia collinéation B multipliera par i tous \fspi où manque l'indice y, et 
par t tous les p, où figure Tindicey. 
Par l'effet de B,T devient 



e T.. -h e* r ■ 



* • • 



la relation T = o se décompose, puisque t est quelconque, en plusieurs 

relations 

T,=o, T,.= o, 



• • • 



toutes homogènes par rapport à l'indice y. En résumé : si un polynôme 
^honwgène ^{p) s^ évanouit en vertu des relations fondamentales ^ alors 
il est licite de supposer que ^possède aussi V homogénéité par rapport à 
c/iacun des n indices i , 2, . . ., /i. 



ieme 



Corollaire. — T ne peut contenir aucune puissance N*' 
Soit, par exemple, 

T = a/.;: +a>:>>:'-. •-+-••> 

a = a' = . . . = const,, a^-t- a, -+-...= N, 

a r^O, 

Soit y un quelconque des m indices de p^ ; y doit figurer dans chacune 



\ 



SUR LES COORDONNÉES PLUCKERIENNES DE DROITE, ETC. iSj 

des coordonnées /?^, p^y .... Donc les coordonnées /?,, p^^ ... se 
confondent avec j\ et 

La relation ^V = o entraîne Po= o, ce qui est évidemment absurde. 
Donca = o. c. q. f. d. 

27®. Faisons en particulier N = i et 

/ 

On devra avoir a^= o. Donc 

Les coordonnées p^ d'une droite sont linéairement indépendantes. 

Ce théorème nous sera utile dans la suite. 

28". Faisons N := 2 et écrivons 



^='àp,p^-ha'p,p, 

0» • •/ *' \ 

f • • •« »l» » 

les 2 (m — g) indices y ety'' étant tous distincts. 

Chacun des indices j doit figurer à la fois dans /?, et dans /?^, tandis 
que chacun des indicesy' ouy^ figure soit dans/^3, soit dans p^. Ainsi 

Pi^^ U i' • 'Jg 5 ^1 • • • ^m-g) 1 

é la suite t^. . .t,n_^t\. > J _ coïncidant, à Tordre près, avec la suite des 

/et/. 

T ne contient donc pas la totalité des n indices, mais seulement 

g- -h 2 (m — ^) = 2m — g-. 

J.E. P., j'e.{C,n' lu. i8 
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29^. Choisissons, dans la suite 12. . .n, pour former un/;^, g' indices 
déterminés, par exemple 11. . .g, g^m. Il faudra choisir les m — g 
indices restants parmi les n — g entiers g --h i^ . . ., n. Il y a donc 






pareils /;^, que Ton désignera par/;„, a= i , 2, . . ., f ^ »_^ )' 

Prenons le Tableau ot qui fournit les/;^ sous expression réduite, sui 
vaut le schéma ci-dessous : 



m 



< 



7 


m 






^ "" ^2^ ^^ 




\ 




n-p 


7^ 


^ 




\ 






(^volr H). 



m-c 



6 



1 245 est la matrice m-aire F, où ne sont différents de zéro et égaux à y;^ 
que les éléments situés sur la diagonale principale. 2356 est le Tableau C 
à m lignes et n — m colonnes. 

On supprime, dans le Tableau 1 346 ou et, les g premières colonnes et 
les g premières lignes. On a ainsi un Tableau 31!, ou 7869, à m — g' lignes 
et à n — g colonnes. 

Un p^ est le produit par j/^ d'un mineur (m — g^)-aire emprunté au 
Tableau 3t, lequel est quelcon(|ue, si le Tableau X Test. Gela résulte de 
théories longuement exposées au Chapitre II. 

On peut énoncer ainsi la proposition que voici : 

Théorème. — Les l _ ) coordonnées /;^, oh figurent g, g'iniy 

indices donnés, sont proportionnelles aux mineurs d'un Tableau cXl 
an — g colonnes et m — g lignes. Les p^ sont donc liés par le système 
fondamental û(/i — g", m — g). 
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Les équations (lO"") deQ{n — g^ m — g'), au nombre de 

iù{n — g, m — g) = (^'^'2^) — i — {rn — g) {n — m), 

figurent donc intégralement parmi les 

G>(w, m) = (^^ j — i—m{n — m) 
équations de û(ai, m). 

50^. Prenons une relation fondamentale quadratique 

cp(/^) = o. 

cp aura la forme, établie au 28*" pour les polynômes Y, et Ton écrira 

(p = a/;,y;, + a>,/^,H-. . ., 

où les a sont des constantes. Quant aux pi qui figurent dans f , on les 
obtiendra ainsi. 

Choisissons un groupement G de g indices et un groupement H de 
2 (.m — g) autres indices. Il y a 

m — g 

manières de répartir les 2m — ^g indices de H en deux groupements 

K^ et .m,,, a=r,2, ^^.,(^2^^} 

de m — g indices chacun. 
Désignons, par exemple, par 

U=(G;<J et M,= (G;5]L,) 
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les p, OÙ figurent les g indices de G et les m — g indices de P. ou OÏL^. 
II viendra (28") 

et il ne reste plus qu'à calculer les coefficients a^. 

Les/?| qui figurent dans fsont constitués avec les 2 m — g colonnes des 
indices qui entrent dans G et H. Ces p^ ont en commun les ^indices deG. 

Le théorème du 29"* nous montre que cesp^^ c'est-à-dire les L^ et M^, 
sont proportionnels aux mineurs (m — ^'•)-aires d'un Tableau à m — g 
lignes et à 2m — 2g- colonnes, c'est-à-dire aux coordonnées \ et jx, d'une 
droite de degré m — g dans un espace à 2m — 2g — i dimensions. 

f.a relation quadratique 



2 



^<l\l^<T= O 



figure donc dans le système fondamental û(2m — 2g, m — g") ; si Ton a 
construit ce dernier système, on possède les coefficients cherchés a^. On 
voit que l'entier ?i ne joue aucun rôle dans ce calcul. 
La conclusion s'énonce ainsi : 

Théorème. — On connaît le système û(/^, m) dès qu'on a construit 
tous les systèmes Q(uni, m'), ni^m. 

Le type des équations fondamentales ne dépend ainsi pas de //, mais 
seulement de m. On possède une sorte de méthode de récurrence qui 
permet de calculer û(/t, m) a l'aide de systèmes analogues où les entiers n 
et m sont moindres. 

31**. Par exemple, faisons, pour n quelconque, m= 2 et g^ = o. On 
est ramené au système 

û(4, 2) (considéré déjà au 22°), 

. qui comprend une équation unique. 

Soit a, p, Y, 8 quatre indices choisis dans la suite i , 2, . . . , /i. Les rela* 
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tiens fondamentales du système ù{n, 2) sont 

(a.S) (yS) -t- (fiY) («.5) + (Yo.) (.So) = o. 

52"". On a examiné les relations fondamentales, c'est-à-dire les rela- 
tions auxquelles satisfont les coordonnées d'une di*oite, envisagée comme 
isolée dans l'espace (6 li n — 1 dimensions. Nous allons maintenant étudier 
les relations entre les coordonnées, qtii caractérisent la situation respec- 
tive d'une droite et d'un point. 

CHAPITRE IV. 

Faisceau-point ou gerbe de droites. 

35". Prenons une droite /;, de coordonnées p^, fournie par le Tableau 

et = [^/y], {/= 1 , 2, . . . , //i; y = 1 , 2, . . . , /^ j. 

La condition nécessaire et suftisante pour qu'un point x soit situé sur p 
est que, entre les m -h 1 points ^, a,, . . ., a^, existe une dépendance 
linéaire (!**). 

La condition est donc (notations du 7°) 

liC Tableau à n colonnes et m -f- i lignes 
donne 

( " ) 

mineurs (m-f- i)-airesy^(^; p), formes bilinéaires par rapport aux Xj 
et /?/, avec 

r= 1 , 2, . . ,, ( , )• 

En raison de leur origine, les^^ sont liées par le système fondamental 
û(/î, m+ i). 



->.' -*-^ 
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-^ est un Tableau à f '^ j lignes et n colonnes, tandis que 

\-T^\ est un Tableau à f \ lignes et à [ j colonnes. Je me pro- 

pose de calculer les rangs 

« 
Les équations y^ (a?; p) = o expriment la situation réunie du point jc 
et de la droite p (point situé sur la droite, droite passant par le point). 

34^. Donnons-nous p et supposons p^'=^ (12. . . m) 7^ o. D'après des 
théories bien connues, les ( ) équations y). (j7 ; ^) = o, aux n incon- 

nues Xj, se réduisent k n — m distinctes 



a 



n 



a 



f//l 



a 



f<r 



a 



//Il 



X 



• • 



• • • 



a 



mm 



a 



mi 



X 



m 



X. 



= O 



Mais 



a = /H + 1 , m 4- 2, . . ., n. 



/'=2-4 '• «^fê]="- 



m 



le tout, bien entendu, sous bénéfice des relations fondamentales. 

Ainsi : le fait d'être situé sur une droite donnée équivaut^ pour le 
point Xy an — m relations j toutes linéaires et distinctes, entre les coor^ 
données Xj. 

33. Donnons-nous maintenant le point x. Dans quelle mesure les 
relations 

linéaires par rapport aux p^ et combinées, bien entendu, avec les rela- 
tions fondamentales, définissent-elles la droite /^."^ 
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Plaçons-nous d'abord dans un cas particulier, celui où le point x coïn- 
cide avec le point X , , 



a:, = I 



iJL n — — •X 2 ' • • • ■ *^ n ' ' ' ^ • 



Le Tableau X = [^ij] ^"* fournit une droite /?, issue de X,, s'écrit, en 
faisant a: = X , = r/ , , 



C;i) = 



o 



^ii ^22 



• • • • • 



O 



• • 



• • 



a 



3/1 



• • • • • 



a 



//If 



• • • • • 



. . • a 



mn 



Nommons : p^^ a = i , 2, . . ., f ^ ]> les /^^ où l'indice i manque, 

et /?p les Pi où l'indice i figure, j3=i,2,...,( __ V 
On a d'ailleurs 

n\ f n — i\ / n — i 

m) \ m ) \m — i 

Si p passe par X, , on s'assure aisément sur le Tableau A que : 



I. — Tous les /7gj sont nuls, ce qui fournit, entre les /?^, y * ) rela- 
tions linéaires et homogènes distinctes. 



n — I 
m 



ir. — Les /?p sont proportionnels aux mineurs {m — i)-aires d'un 
Tableau h, m — i lignes et n — i colonnes (théorème du 29"*); les p^ 
sont arbitraires sous le bénéfice du système fondamental Ù{n — 1 , ni — i) 
qui équivaut à 



co 



^ri-\,m- i) = (^'^^_'^ — i — {m — 1 ) {n—m) 



relations non linéaires^ puisque {^T") il n'existe pas de relation fonda- 
mentale linéaire. Ces relations, entre les p^ seules, sont évidemment 
distinctes des relations liuéaires p^= o. 



i4i 



LEON AUTONNE. 



Les Pi d*une droite issue de X< sont donc liées par 



co 



{n — 1 j m — \)+ y j z= co (// , m) + ^i 



m 



relations distinctes, c'est-à-dire n — m relations de plus que les co(^/, m) 
relations fondamentales qui lient les /?, d'une droite quelconque. 

36''. Réciproquement, prenons un Tableau A^ = [a^y] et supposons 
nuls tous les/^Qj, c'est-à-dire tous les/;; où l'indice i manque. Alors 



Rg 



^'12 • • • ^' I rt 



0^2 • • • ^mn 



< m. 



9 

On peut déterminer m paramètres t^^ qui ne soient pas tous nuls, tels 
que 

^tiaij=o pour y>i, 

tandis que ^ f^a,, ^ o, sans quoi Rg[û^/y] < /w, ce qui est absurde. La 
droite /; passe par le point 

c*est*à-dire par le point X,. Quant aux p^ ils restent arbitraires sous le 
bénéBce de Q{n — i , m — i ). 

Ainsi : les ( "" ] relations linéaires homogènes distinctes /?«= o 

sont la condition nécessaire et suffisante pour* que la droite p passe par 
le point X,. 

37®. Pour passer du point X, à un point x quelconque, il suflit 
d'opérer dans l'espace (6 une coUinéation ponctuelle convenable, qui se 

traduit sur les p^ par une coUinéation ( '* j-aîre correspondante. Cela ne 
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change pas les résultats précédents; on peut énoncer la propriété que 



VOICI : 



Théorème. — Le fait, pour une droite p^ de passer par un point x 
donné y introduit, entre les coordonnées p^ de p^ outre les relations fon- 
damentales^ encore n — m relations distinctes nouvelles. Les p^ sont 

alors liées par i J relations linéaires homogènes distinctes et par 

iù[n, m)-h n — m — ^ '^ "" ' j = to (/t — i, m — 1) 

■ 
relations non linéaires ^ distinctes entre elles et des précédentes. 

58°. Nous venons de répondre à la question posée au commencement 
du 35°. Comme les/?^ d'une droite p^ issue d'un point donné, satisfont 

exactement à i^'^j relations linéaires et homogènes, il vient évidem- 
ment, avec nos notations du 33°, 

39°. Faisons, par exemple, /? =£= 4> ^ = 2 (cas des 22° et 31°). 
Lesrelationsy^(j?;/?) = o (S3°) sont 



.r, (aS) 
.r,(34) 



^4(1 3) ■4-0:, (34) 
07,(24)4-073(40 



;= o 
= o 
= o 
= o. 



Le Tableau quaternaire alterné 



[dxj\ 






(M) 


(42) (23) 


(43) 





(i4) (3i) 


(24) 


(40 


(12) 


(32) 


(i3) 


(21) 



/. E. P., 2«s. (C. n' 11). 
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et a bien, tous ses mineurs ternaires nuls, sous le bénéfice de la relation 
fondamentale 

(iî2){34)-h(23)(i4) + (3i)(24) = o. 



En rangeant les six coordonnées /?; dans Tordre 

(12) (34), (a3) (i4), (3i) (24), 
il vient pour le Tableau 



[àp] ~ 



•P, 


o 


^', 


o 


•^2 


o 


o 


X, 


^4 


o 


o 


1 


o 


'V, 


o 


— •^3 


— .r, 


o 


x^ 


o 


o 


X^ 


o 


^. 



X, 



Le rang est bien y /^^( ) = 3> ^^ '^^ ^^^ équations aux quatre 

inconnues ^, ( r = i, a, 3, 4)? savoir 



=2vi 



donnent simplement 



Ki 



Xj 



— Xs 



h. 

X2 



h 



TjCS trois équations linéaires distinctes entre les p^ suffisent pour faire 
passer la droite par le point x. En effet, les relations non linéaires sont au 
nombre de 

iùÇn — iy m — ^ i) = to (3, 2) = o* 

La relation fondamentale est une conséc|uence des tix>is relations 
linéaires. En effet, on ex(>rime, au moyen des relationsy^ = o, trois des /;^, 
rationnellement en Xj et linéairement par rapport aux trois autres/;^. La 
relation fondamentale est satisfaite alors identiquement. 
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40^. Je nommeraî , pour abréger le langage, /afVc<?att-/?o//i^ r, la figure 
constituée par toutes les droites qui passent par un point x. Un faisceau- 

point X a pour équations 

où les Xj sont envisagés comme des paramètres. 

41". Les expressions ^ (a; ; /?) permettent de résoudre beaucoup de 
problèmes relatifs à des intersections de droites. 

Soient, par exemple, des droites /;, /?', p^, . . . ayant, dans un même 
espace k n — i dimensions, les degrés /w, m', w'^, ..., et les coor- 
données /7^, /?^, /?^, . . . 

L 1,-4,. ..,1^1, L I , Z , . . . , I ^, I , .... 

Si un point x est sur chacune de ces droites, on a 

fr{^ip) = o, f^{x;j/)=o, /;=o, ..... 
f ^ \. ' f ^ \' 

Nommons M le rang du Tableau 



• • • 



DTL 



dfU 
dxj 



à n colonnes et à 



(m + .)-^(m''^.)^-(---)-^---''S"*' 



Les points x^ communs à toutes les droites, formeront évidemment 
une droite de degré n — M. 

42^. Le faisceau-point est aussi ce que, dans l'espace réglé ordinaire 
à trois dimensions, on a nommé g-erft^ de droites (Konigs, la Géométrie 
réglée^ p. 1 1 1). 
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CHAPITRE V. 



Dualité. 



43^. Dans l'espace (E, à /i — i dimensions, lieu du point .r, prenons 
aussi un plan Uy par ses n coordonnées homogènes 

Si X est sur w, on a ^ iix = o. 

Si une droite p^ de degré m, a m de ses points, linéairement distincts, 
situés sur un plan Uj la droite est contenue tout entière dans u. 

Supposons /? fournie par le Tableau a = ot = [«/j]? î/= i , 2, . . ., m j. 
Pour que u contienne /;, il faut et il suffit que 

(o) ^Uja,jr=zO. 

i 

Comme rh a le rang m^ il vient comme solution des relations (o), 

Uj^= ^ ^A^Ay> 'a= paramètre arbitr. 

k 

^= I, 2, • . ., /i — niy 

le Tableau o. = [a^^yj à /i .colonnes et /i — /n lignes ayant le rang n — m. 
Les deux Tableaux 

sont adjoints; chacun est adjoint de Fautre. 
44°. Les relations 

(1) ^Xjf:L,j=o 
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donnent réciproquement 

« 

Xj = ^ '^i^'j 'ï'i = param . arbitr . 

i 

puisque 

pour toute combinaison des indices i et k. 

Les n — m plans a^ définissent sans ambiguïté les m points a^-, c'est- 
à-dire la droite p. Cette droite peut être considérée comme définie à 
volonté : 

Soit par le Tableau ponctuel a = [ciij]y 
Soit par le Tableau planaire a = [a^^y]» 

ou les n — m plans 0.^^, linéairement distincts. 

4o®. Le Tableau a donne f _ | = | ^ j mineurs (n — m)-aires, 

qu'on désignera par tS^, |Z= i, 2, . . ., ( ^ j|* 
Formons le déterminant H de la matrice /i-aire 




il sera la somme de produits d'un p^ par un tS^. On écrira 

H = ^ /7^tS; ou rSf = 



àpi 



Cette formule fixe le numérotage et le signe des tS^. 
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Tout ce que nous avons dit, aux Chapitres précédents, sur \tspfj s'ap- 
plique aux rs^. Ainsi les 7»^^ sont liés par le sytème fondamental 

Q(/?, n — m) 

h iù(n^ n — m) équations distinctes, etc. 
D'ailleurs 



0) 



(/^, n — m) = ( j — ï — (n — m) m = (ù (/i, m). 



46''. Cherchons maintenant quelles relations existent entre 
les mineurs m-aires p^ fournis par un Tableau a = [a^j] à m lignes 
et n colonnes, 

les mineurs {n — TO)-aires tS^, fournis par le Tableau adjoint 



a=Ky], 



à // colonnes et n — jn lignes. 



47°. Introduisons à cet effet deux Tableaux arbitraires, savoir 

un Tableau b^ à m lignes et n colonnes, b=[l?^j]^ avec les mi- 
neurs m-aires rj^; 

un Tableau y, an — m lignes et n colonnes, y= [y^y]? ^vec les mi- 
neurs {n — m)-aircs p^. 

y = 1 , 2 , . . , 7? ; /, g- = 1 , 2 , . . . , m ; /•,//= i , 2 ,..., // — m, 

Formons la matrice m-aire èa'= ^ ^gj^u] 5 ^^^* ^^ déterminant 

l 

Cela résulte d'un théorème bien connu (Pascal, p. 3o). 
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Formons aussi la matrice /i-aire 



m n — m 



T= « 



a' 


i 



T|^o 



Le déterminant |T| peut se développer comme fonction bilinéaire par 
rapport aux pi, mineurs //z-aires du Tableau a\ et aux p^, mineurs 



du Tableau y'. 



(/t — /?t)-aires 



Introduisons enfin la matrice n-aire 



n 



î?= 




m 



n — m 



Évidemment |^| = Xj ^I'^' 



48*". Tout cela posé, calculons le produit Î?T des deux ma 
tiices n-aires. 



fn n — m 



<£T = 



ha' 


hi 


a. a' 


< 



m 



n — m 



[d'après la formule (o) des 
Définitions et Notations, 
page I2i]. 
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Mais aa'= r V a.^jaij\ = o (44») et 

\^T\ = \ba'\\<x.Y\. 
ay' est une matrice (« — /n)-aire 



et (théorème précité au bas de la page i5o) 

Finalement, eu égard à 47°, 
c'est-à-dire 



(O) 



^9P ^?P 



49°. Les Tableaux b et y sont arbitraires. Laissant y fixe, j'attribue 
successivement au Tableau b des expressions différentes au nombre de 



(:)•• 



Soit / un indice correspondant au gronpementy^yj . . .j,^ de m indices 
pris dans la suite 1,2,...,/?. 

Prenons pour b un Tableau où toutes les colonnes, sauf y\ . . .y,„, sont 
constituées par des zéros. Tous les mineurs q seront nuls, sauf |/^. 

La formule (o) prend ainsi successivement les ( j formes 



TSi 



2?^ 

Donc les fsii sont proportionnels aux p^. 



|/=I,2,...,(;^)j 
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oO°. La droite p de degré m sera déterminée à volonté : 

soit par ses coordonnées-points pi\ 
soit par ses coordonnées-plans tS^. 

La droite y;, de degré ni^ sera définie aussi comme l'intersection 
des // — m plans oc^. On dira que n — m est la classe de la droite. 

Un point (plan) est une droite de degré un (de degré n — i), et de 
classe // — I (de classe un). 

Les équations fondamentales, auxquelles satisfont les coordonnées- 
plans Til^, s'obtiennent sans difficulté. Les théories des trois premiers cha- 
pitres s'appliqiient immédiatement aux TiJ^. 

al''. Voyons ce que deviennent les théories du Chapitre IV. 
Pour exprimer que le plan a passe par la droite/;, il faut et il suffit 
d'écrire que 



ce nui donne ( ) relations 

^ \n — m -\- \ J 



f (u;rs)==F Ju; p) = o, 



p — I j '2^ . . . , I ^ 



n 

m -{- 1 



les rf et les F étant des formes bilinéaires, analogues aux formes y^ i\u 
Chapitre IV. 

Comme dans ce Chapitre, on s'assurera des propriétés suivantes. 

Le /ait pour un plan u de passer par une droite ér/aii^aut, entre les Ujj 
à m conditions linéaires distinctes. 

Le fait pour une droite p d'être contenue dans un plan u introduit 
entre les coordonnées de la droite, outre les relations fondamentales, 

/. E. p,, 1' s. (G. nMl). ' 20 
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encore m relations distinctes. Les coordonnées sont liées par 

\m - I ) 

équations linéaires homogènes distinctes et encore par iù{n — i , m) rela- 
tions non linéaires. 

Voici comment on raisonnera {voir 5o^ à 37^). 

Si p est contenue dans le plan a:, = o, sont nulles les ( " ~ ) coor- 
données-points /^^ où l'indice i figure. 
Les 

\mj \m — 1/ \ m J 

cordonnées, où Tindice i manque, sont liées par les co(/i — i, m) rela- 
tions d'un système fondamental Q(n — i , îu). 

Il y a donc des relations non linéaires au nombre de 

0) (/i — I , m) = C "" ) — 1 — /n{n — m — i ) 
et ( ' ~ I relations linéaires, soit en tout 

(m^\ W (^" ^ ' ) — I — //^ (/' -- //O + '^^ = ^ (^' . '^0 H- '^' 

relations. 

32". Les équations (ol'') Fp(/^; p) = o définissent un/aisceau-plan , 
a correspondant dualistique du faisceau-point (40^), c'est-à-dire la figure 
constituée par les droites situées dans le plan u. 
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% 



DEUXIÈME PARTIE. 



TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DES COORDONNÉES PLUCKÉRIENNES. 



CHAPITRE VI . 



Nature dii problème. 



oy. Dans l'espace (6. à // — i dimensions, effectuons une collinéatiou 
ponctuelle Sj qui se traduit sur les coordonnées Xj par la substitution 
linéaire, jy, A: = i, 2, . . ., /z}, 



eTi 



2 



^Ay^y 



= 1^:^ s 



■•KJI = 



X 



[.r] I = 



X 



où .V = [s^j\ est une matrice /t-aire, avec |^| i^*^ o. l.e point 7, ayant pour 
coordonnées les ^[j?;^] = ^ Sf^jOCj^ est dit image de cr |)ar .v. 

L'opération géométrique s consiste à remplacer chaque point x par 
son image/. 

d4". Pareillement, la collinéatiou géométrique s se traduit, sur les 
plans u de l'espace, par la collinéatiou 



n 



/-*[i^]|. 



00". Sur les coordonnées p^ de la droite p, de degré //i, la collinéatiou 
géométrique s se traduit par la colKnéation f J-aire (6") 



S = 



Pi 



2 



wi' 



i 



= \Pt S[/^,]|=I/^ S[/;]| = |/; q 






l56 LÉON AUTONNK. 

où s,/ est un mineur //t-aire de la matrice //-aire s. On a 






y. y» ••• y 



//i 



et est formé par les lignes d'indices /•,, . . ., ^,^ et les colonnes d^indices 
yi • • 'jm' L'indice / correspond à la combinaison k^. . . k,„; L' correspond 
à la combinaison y, . . .y,,,. 

ï-a droite ^y = S[/;J dont les coordonnées (jf sont 

/• 
est dite image de /; par S. 

l/opération géométrique S est celle qui remplace la droite quel- 
conque p par son image q. 

On a vu que la ( J-aire S a, pour déterminant, celui de la //.-aire .v, 
élevé à la puissance (6") i '*~* ], et, par conséquent, dillerent de zéro. 

iî(r. Les explications ci-dessus, relatives aux matrices ,y, S et à l'opé- 
ration géométrique r!$, donnent lieu à une objection grave, au moins en 
apparence, et- qu'il convient de lever. 

Deux //-aires différentes j et ^ et les f ) -aires correspondantes S et T 

conduiront à la même opération S si Ton a, pour toutes les combinai- 
sons II" d'indices, 

OU 



?// = ("2'"^'''^'') (2 '^ ''''^'^^ - (2 ^''''^''') (2 ^''''/''') "" ^- 
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Or <fii{p) est une forme quadratique des p^, laquelle peut éventuelle- 
ment s'évanouir sous le bénéfice des relations fondamentales (Cha- 
pitre II). 

Nous allons montrer que cette éventualité est absurde : l'opération S 
définit la matrice S sans ambiguïté. 

La présente difficulté ne se présentait pas pour les coordonnées Xj, qui 
sont variables indépendantes, tandis que les coordonnées p^ sont liées 
par les relations fondamentales. 

La démonstration exige quelques explications préparatoires et quelques 
développements. 

o7*\ Désignons par K l'expression 



K=2]ï^'/^" 



cil aucune des constantes K^ n'est zéro. Dans la suite 1,2,.. , /?, pre- 
nons à volonté h indices j\ j\ , . .j\. Nommons 

K* l'ensemble des termes de K oii rindicey, figure, 
K® l'ensemble des termes de K où l'indice y, mancpie. 

De même, 

K** I sera l'ensemble des termes de K l figurent, 
K"** \ où les indices /, et y 2, à la fois, j manquent. 

Enfin, 



K*** * * sera l'ensemble des termes de K, où les h indices y\, . . ., /\ 

figurent à la fois; 
/i 
j^oo...o gpp^ l'ensemble des termes de K où les h indices y,, . . ., /\ 

nianf|uent à la fois. 



.- , "- --v 



I 58 LÉON AUTONNE. 

h h 

K** * contient ( ' 31/ ) ^^''"^^s, tandis que K"" ** contient ( ' j 
ternies. 

Pour que K**"* puisse exister, il faut évidemment que m — /t^o, 

Pour que K®* " puisse exister, il faut de même que n — k^ni ou 
// ^ // — m. 

Faisons successivement //=i, 2, .... Jusqu'où pourra-t-on con- 
tinuer? 

h ne peut dépasser ni //z, ni n — m. Supposons d'abord ta < n — m\ 
on pourra faire h=^in. Alors 



//f 



1^ n ...I 

contiendra un seul et unique terme, celui en (y, . . .j,^). 

Supposons ensuite m^n — m; on pourra faire /i=: n — m. Si la 
suite 1,2,...,/? est constituée par les deux groupements 



* •/ . •/ 



Jtj2' • •Jn-^m- ^^ JtJ'2' ' 'Jm^ 

alors 



n — //i 



R 



00. ..0 



est formé par le seul et unique terme, celui en 

1 

Enfin, si 11 = 2/?i, m == // — //i, on pourra aller jusqu'à li = m. Alors 



m 



K*' * contiendra un terme unique en (y, . . .y,;,), 



/« 



R"' ® contiendra un terme unique en {j\ . . .y,^J. 
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o8®- Soit un nombre fini M d'expressions, j jx= i , 2, . . ., M { 

On peut effectuer sur les coordonnées Xj une collinéation /i-aire qui se 

traduira sur les p^ par une collinéation ( |-aire S (S^**). Vis-à-vis de S, 

le système fondamental est un invariant (T"). 

En effet, S remplace la droite/;, de coordonnées y;^, par la droite rj de 

coordonnées ^^= ^ S^/'/V- 

Ijtspf satisfont au système fondamental Q(//, m) 

9^(/;) = o, ia= I, 2, . . ., (o(//, ni)\. 

11 en est de même des (/^ et il vient 



?.(7)='^(/0 = û. 



Chacun «des deux systèmes 



1^=0 et '}^=o 



est une conséquence de l'autre. c. q. f. d. 

Or on peut évidemment disposer des coefficients de la collinéation 
/^-aire de façon que chacune des constantes d^ soit différente de zéro. 

lîref, il est licite de supposer, sans restreindre la généralité, que cha- 
cune des expressions D^^^ contient effectivement toutes les coordonnées/;^. 
On pourra opérer sur D^^ comme sur K, au o7". 

oO**. La notation A(/;) = lî(/;) indiquera que les deux fractions 
rationnelles A et B en p^ sont égales s )us Le bénéfice des relations fonda-' 
mentales. La notation A(/;)^B(/^) indiquera une identité : les deux 
membres sont égaux quand les p^ sont envisagées comme variables 
indépendantes . 
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L'égalité A^H entraine comme conséquence A = B, mais la réci- 
proque n'est pas vraie en général. 

60®. Prenons 2 P expressions 

'^1 ? '^2» • • • ? . '"'rJ • • • 5 '^ji • • • ï ^1»» 

OÙ 

i i 

En vertu du t>8'', on pourra supposer diilerente de zéro chacune des 
constantes a^^ et b^^. 

Admettons que Ton ait 



bi bi 


br 


bs b^ 








a, a-i 


Clr 


Os Cit, 



on 



(o) *,= P«.» 

où la valeur commune des P rapports est désignée par p. 
Je dis que la relation />^= ^a^ entraîne L'identité (39^) 

b,= pr/„ {,y= I, u, . . ., Pj. 

Alors p est une constante, avec 

Le théoi'èine est évident pour // = 3, car il n'y a pas alors de relations 
fondamentales et la distinction, établie au «59'', ne subsiste plus. 

Il suffira de montrer que, si l'énoncé est vrai pour // — 1 (dans l'es- 
pace à /i — 2 dimensions), il est vrai aussi pour n (dans l'espace à /t — i 

dimensions). 

« 

• J'admettrai que l'énoncé est établi pour n — 1 . 
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6^^ Faisant usage des notations K% K*, K**, K**\ ... du 37*", nous 
énoncerons une proposirion préliminaire. 

Lemme. — Si l'on a 1)^= pa^, avec b^^pa^^ on a aussi ^1= pi^']\ 
avec bl^ Pi^J- 

Passons à la démonstration du lemme. 
62''. Si &,= pr?^, on a, pour r^^^, 



(o) 



br bs 

P Or Os 



Dans le Tableau ci qui fournit les p^^ d'après les théories des Cha- 
pitres précédents, multiplions par une constante arbitraire X les éléments 
de la yV*^"^ ^^'^r^"^ (voir Chap. III). Les p^ où y, manque ne subissent 
aucune modificiition, tandis que les p^, où y, figure, sont multipliées 
par ).. Notamment a^^ par exemple, devient 



w-t-«: (37"). 



La formule (o) devient 



(«) 



p(>0 = 






c'est-à-dire 
















À* 


b' 

r 

1 


b' 

s 


-h 


b" 

r 



a 

r 


b" 

s 



(2) 
















4-)J 


r 

a' 

r 


b" 

s 




-+ 


r 



a 

1 


b' 

s 

1 
"s 



= (I)(A) = 0. 



Le polynôme quadratique ^ en >. est nul pour toute valeur de X. On a 



y. E,P.,2' s. (C. n** 11). 
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donc 



(3) 



(4) 



(5) 





t 


b 


1 
S 

■ 


— o; 




a' 

f 


• «; 






b' 

r 

a 


) 


— o; 


V b' 

r s 

1 


H- 


6- é' 

/' S 
1 



= o. 



Des formules (3) et (4) on tire respectivement, laissant Tindice r fixe 
et faisant varier l'indice Sj 



(6) 

(7) 



6* = T«'. 



Sous le bénéfice de (6) et (7), (5) devient 



(8) 



(i — 6t) 



b' // 



a 



r 




a 



s 





= 0. 



63", Dans la formule (6) entrent seulement celles des coordonnées /^^ 
oùrindiccy, figure. Ces /^/là sont (théorème du 29") proportionnelles 
aux mineurs (ni — i)-aires d'un Tableau à m — i lignes et n — i co- 
lonnes. On est donc dans l'espace an — 'à dimensions et (60", in fine) 
6 é* ^ a* , 6 == const. 

Dans la formule (7) entrent seulement celles des coordonnées p^ où Tin- 
dicey, manque. Ces p^-Va sont les mineurs m-aires d'un Tableau à m lignes 
et à n — I colonnes. On est encore dans l'espace k n — 2 dimensions. 
Encore ô^^xa", t = const. 

Si par hasard ni était égal k n — i , on aurait (o(/i, n — i) = o. Il n'y 
aurait pas de relations fondamentales et encore b^ ^ Ta", t = const. 

Réciproquement : 



(9) 



( 



SI 



SI 



9 = const., 
T = const. , 



K==^K^ ) puisque (27") les p^ sont 
bl^Ta^j j linéairement indépendantes. 
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64''. Supposons, dans la formule (8), les deux constantes 6 et t telles 
que 1 — TÔ == o. Alors, en vertu de (6) et (7), 






K 



K 



I 



a: '\-a 







— K , ^0 = T = const. , 



a\ -h a 



puisque ô = t * . On a alors 



i 
hes pi sont linéairement indépendantes. 



Ta./ 1 



et 



h = Ta,, 



b.^Ta.. 



Dans cette éventualité, le théorème du 6C, dont nous poursuivons la 
démonstration, serait établi et il serait inutile d'aller plus loin. 

Go^'i Faisons donc, dans la formule (8), 1 — t6 :^ o et 



(10) 



b' b 







a a 



= 0, 



c'est-à-dire b\=^^^a\ 



Sous le bénéfice des formules (6), (7), (10) on a 



// = 



Pi<» 



b' = 



Ta ^ 

s ' 



p = b,:a^ = 



bl 



6» _ p.+T 



al + a 



.u 



6?i-i- 



Comme le déterminant 



1 T 

6 1 



= I — ÔT^t o, 



pj = const. est la condition liécessaire et suffisante pour que p = const 
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D'ailleurs, la condition nécessaire et suffisante pour que 

b/.a,= p ou bl:al = p, 

respectivement, est, respectivement, 

p = const. et Pi = const. 

66"^. Nous sommes maintenant à même de démontrer le lemme du 61". 
Si b/. a^= p avecZ?/. a^^ p, on a {formule (lo) du 63'* j b^ = p,aj. 
Je dis que bl^p^a\ Eu effet, dans le cas contraire, on aurait (63*") 
p, = const., p =-. consl., 6, : a^^ p, ce qui est contre Thypothèse. 
Le lemme est ainsi établi. Passons au théorème du 60*". 

.67*". 11 s'agit de montrer que Thypothèse 6^ : a^= p avec b^ : a^^ p est 
absurde. 

On n'a qu'à recourir à l'application réitérée du lemme et du Sd"". 
Si b^= pa^avec b^^ pa^, on a successivement, en vertu du lemme, 

/Il ^ o<> 



h 



avec 
avec 


/ 1 1 / ^ 00 


a vec 





yii 1 ^ ^0 



Or (3îr, in fine) y pour A assez grand, ou bien 



// ' = G^/;^, G,= const., 

ou bien 

a] '=H^p,, H,= const., 

la coordonnée j7^ étant la même pour ^ = i , a, . . . , P. 
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On peut faire dans p^^ entrer /^^ ^^ 1\^ ^t 1'^" ^^^^ ^" ^î^*^ 



Z.;-:H,= p„ avec 6:-:H,^p,., 
ou bien 

h h 

^^ • <J.= Pa > avec a, ; U,^ p^ . 

Gomme les H et G sont des constantes, landis que les p^ sont des 
variables linéairement indépendantes (27*"), Tune et l'autre éventualité 
est absurde, ainsi que riiypothèse primitive b^ : a^= p avec h^ : a^^o. 

Le théorème est ainsi complètement démontré. 

68''. On est maintenant à même de lever la difficulté signalée au o6". 

Prenons deux matrices S et T, qui admettent toutes deux pour inva- 
riant le système fondamental Q(/i, //i), mais qui conduisent à une même 
transformation géométrique S. 

) 



On devra avoir, si S = [S^^] et T = [IV] i | /, /', l'^ =- 1 , 2, . . . , ( ' j 



\' 



p _ ![£/] _ ± 



On retombe sur le cas du &QP avec 



Le théorème du 60"" s'applicjue, et Ton a non seulement 

p = T[/.,]:S[/.,], 

mais aussi 

p = T [pi] : S [p,] = const. , 
c'est-à-dire 



2/^''i'*V— pS,n = o 
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Les Pi sont linéairement indépendantes, T/;j=pS^,', TS"* = pE, 
E étant la matrice unité ( )-aîre. 

Si la transformation géométrique <S du ^6^ est donnée par la ma* 
trice ( '^ V aire S, cette matrice est définie sans ambiguïté, a une constante- 
multiplicateur p près. 

Autrement dit : l'étude des transformations S et des matrices S se fait 
comme si les p^ étaient variables indépendantes^ sans qu'on ait besoin 
de se préoccuper des relations fondamentales. 

69®. C'est cette étude qui est la matière des Chapitres suivants de la 
présente deuxième Partie. 

CHAPITRE VII. 

Matrice ( j-aire A = ù^,„aj ayant pour éléments les mineurs //i-aires 

d'une matrice m-aire a. 

70®. Je désignerai par des minuscules a, è, c, . . . 



des matrices //-aires, et par des majuscules, 

lesf j-aires correspondantes. Les A^/ sont les mineurs m-aires de la 

matrice a, etc. 

Les majuscules ci, i)î>, . . . désigneront les opérations géométriques, 
effectuées sur les droites /; de l'espace, correspondantes à la collinéation 

(^'j-aire A, B, .... 
71". Je nommerai normale toute matrice ( ^ j-aire qui admet pour 
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invariant le système fondamental û(/2, m). Les matrices A, B, • . . sont 
évidemment normales (08"). 

La question de savoir si toute ( j-aire normale provient d'une cer- 
taine /i-aire par le procédé connu, cette question, dis-je, sera longuement 
examinée plus bas. 

72®. Les substitutions linéaires /i-aires a, 6, . . ., effectuées sur les .ry, 
se traduisent sur les/;^, par les substitutions linéaires ( j-aires A, B, . . .. 
Soient : 

g", un groupe /i-aire, formé par les a, 6, c, ... ; 

G, le groupe ( ^ j-aire correspondant, formé par les A, B, G , ... ; 

(j*, le groupe des opérations oi, ifi), . . .. 

Ces trois groupes sont évidemment isomorphes. 
Y a-t-il hémiédrie.^ 

En vertu des explications du Chapitre VI (notamment 68°), on voit qu'à 
la substitution unité de Q correspondent, dans G, les substitutions p E, où E 

est la f j-aire unité. A E correspond dans (j* la substitution unité 

seule. 

A la substitution unité de g correspond, dans G, la substitution unité 
seule. 

A la substitution unité de G correspond dans g un groupe g^ qu'il 
convient d'examiner. 

TS"*. Soit ÛE) = \dfj\^ |^= ' ? 2, . . ., m;y = 1 , 2, . . ., n|, un Tableau 
à m lignes et à n colonnes fournissant les mineurs m-aires/?^. Supposons 
tous les pf nuls, sauf/;ç = {jf -],„)' Je dis que toutes les colonnes de (3), 
autres que les m colonnes de p^, sont formées exclusivement de zéros. 

Pour le voir, faisons, ce qui est licite, p^ = (^i2...m) ^o, p^ = o^ 



I Cg LEON AUTONNE. 

/ :/- o. Notamment 

(12 . . .a, — I , (T, ctH- 1 , .... m) ^0=7 d,„~-, 
a.= 1, 2, . . ., H^; (7=m -f- 1 , m -t- a, ...,«. 

*^""""H^H/'™ '^ **'''"'*"'* '^"="' c. Q. F. D. 

La condition est évidemment suffisante» 

74". Prenons une «-aire « := [o^^] et choisissons, dansa, une zone 
(le m lignes A\/>\...k„, qui forme un Tableau (0 à «t lignes et n co- 
loinies. Les mineurs /'/ = {jjt ■ • •]«,) ^^ ® sont les mineurs 



/ k, h, ... k 



Sniiposons A„= o pour 1=^1', A„^o; autiement dit le mineur 
jU'iiK'ipal de la zone sera seul supposé non nul. 

Kn vertu du 75", tous les éléments de la zone non situés dans les 
colounea h^, k^, . . ., h,^ sont des zéros. 

7iî". Prenons une «-aire a telle que la f j -aire A soit canonique; je 
dis que a est aussi canonique, autrement dit n^j = o pour /■ ^j. 

Soit un élément quelconque a^j^ de «, avec k, =^y, • Pienons m — 1 
autres lignes /j, . . ., /',„ et m — 1 autres colonnes y,y, . .._/„,, pour cou- 
t^tniire un élément 

' k, k, ... ^• 



de A. Comme A est canonique, tous les mineui-s de la zone /■,. . ./„, sont 
nuls snuf le mineur principal 

X-, ... k,, 

A, ... k„ 
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Tous les éléments de la zone situés en dehors des colonnes /r, . . .k\„ 

sont des zéros, notamment «^ y. c q. f. d. 

Si a est la canonique 

a = 
A est la canonique 



^y 



Py^y 



ifine 



Si A = E, P^= I , on a évidemment py= p, p'"= i , p = racine nV 
deTunité. 

76**. On est maintenant à même de connaître le groupe g^ ( 72®, /// 
fine). Il est formé par les ra substitutions e, G(?, . . ., G'""**^, où c est la 
//-aire unité, tandis que G est une racine primitive m'**"® de l'unité. 

Soient une ( i-aire A et une //-aire a fournissant A. Toutes les /i-aires 

\m) 

fournissant A sont données par la formule 

G**a, jx= 1 , 2, . . ., ///. 

Il suffira de construire une quelconque de ces m /i-aires-là. 

C'est le problème objet des Chapitres suivants. Nous allons auparavant 

étudier une certaine substitution /i-aire et la ( ' j-aire correspondante. 
77''. Considérons la «-aire t 



t=i 



tJL I C' I lyC I 



"^y ^«"^y ^y^< 



Nommons c le point de coordonnées Cj. On a t[c\ =X,, X, étant le 
point oii toutes les coordonnées sont nulles, sauf j:\. 

Considérons la matrice /i-aire re — ^, où e est la //-aire unité. Dans le 
déterminant \re — t\y polynôme de degré n en r, nommons A^ le p.g.c.d. 

y. ^. p., 2*8. (C. ûMl). 22 



*v. 



LEON AUTONNE, 
1 yO 

des mineurs A^*"** ou (/t — A')-aires, polynômes de degré n — k en r. 
On a 



A.= 



re — t\ = {r— c,)"= T^. 



F .es // équations du symbole 

(c,e — t) [.r] = o 

se réduisent à*réquation unique cr,= o et la matrice c^e — < a le rang un 
Donc le binôme t = r — c, divise 

et les A ne sont que des puissances de t. 
Aq, décomposé en ses successifs, donne 



avec 



A„ = T^= t".T*». . .T^. . .T*— 



o= ♦ = • • • =- ^A=* • • = //— a 



(/vo^V Définitions et Notations, G'') 

« = a^, + oc, H- . . . -f- oc^_, . 

Posons, puisque les ou sont des entiers positifs, a^= i 4- fj^, ^S^^o. Il 
viendra 

Ho ■+■••• H~" H/i-a = ï • 

Un seul des ^, {3^ sera égal à un, les autres seront égaux à zéro. [I y aura 
wn successif double et 11 — 2 successifs simples. 



A4= T**"^- •*•"-. == T^--^~* 



pour A- > o, A^ = T^. 
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Les mineurs A*'*""" de A^^, polynômes de degré n — A- en r, possèdent 
un p. g. e. d. A^ = T^~*'* de degré n — k — i . Après départ de A^ ces 
mineurs deviennent linéaires en r. Ces mineurs sont des formes homo- 
gènes de degré n — ^ en r, r,, . . ., c,, et après départ de A^ deviennent 
linéaires et homogènes en r, c,, . . ., c^. Faisons r = o, re — f se réduit 
à — ^ et Ton a le lemme suivant : 

Lemme. — Les f ] mineurs m-aires de t sont proportionnels à des 
expressions linéaires et Immogènes <?/i c, , . . . , c,,. 

Soit T la f J-aire qui correspond à t^ on aura 

T = o:-e, G = [c,,(ô)], 

C//' \p) étant linéaire et homogène en c, , c^^ . • . , c^. 

Ces considérations nous sont utiles plus loin au Chapitre IX. 

78**, Voici enfin quelques relations mutuelles des n-aires a et des 
( ^ )-aires A. 



la (^).aii 



Étant donnée une/i-airea, on désignera par A^a, [a= i, 2, . . ., ou m|, 
-aire constituée par les mineurs or-aires de a. On a déjà A = A,,//. 
On posera % = ^n-~m^^ La correspondance entre les éléments de la 
( '^ j-aire A et de la ( '* j-aire 51, \ puisque ( ^ j = ( '^ J L sera éta- 
blie par la formule suivante. 

Si A,„/2 = [A,J, j /, g=\, 2, . .., (^Jj, on écrira 

cil 51/^ est le complément algébrique de A^^ dans le déterminant a = |a 



A 
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de a\ autrement dit 



(o) ^,^ = 



â\ 



ig 



79®. Soit une matrice quelconque P. Nommons P' sa transposée. 
D'après une propriété bien connue des mineurs d*un déterminant 
(Pascal, p. 85), on peut écrire 

(I) A,a'=(V)', 4„a'=(A„a)'. 
D'après Tisomorphisme des groupes ^ et G du 72^, on a 

Si b = cr\ ah=ze, e = n-aire unité, on a . 

l^a . A^r^-* = A,.c = K, E = f ^ j-aîre unité. 

Finalement 

(II) A„.a- = (A,„a)-'. 

Reprenons les matrices (/* j-aires A et 51 du 78** et formons le 
produit 



Il viendra 

R^^.= o pour ^'7^^; R//=a. 

Donc 

%'\ = a E, 
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De là, sous le bénéfice de (I) et (II), 

ou encore 

(0 (A,„a)- = a-A_„a'. 

80°. Reprenons la ( ^ j-aire T du 77®. Sous le bénéfice de la for- 
mule (i) ci-dessus, les éléments de la matrice T"* sont proportionnels 
aux mineurs (n — m,yaires de la matrice n^aire t, c'est-à-dire propor- 
tionnels à des fonctions linéaires et homogènes de c^^ . . . , c^. 

En résumé, on peut admettre que les éléments des matrices t^ T 
et T~* sont linéaires et homogènes en c,, . . . , c„. Ce résultat sera utile 
plus loin (85°). 

81'*. On .est maintenant à même d'aborder le problème princip.il de 
cette deuxième Partie. 

CHAPITRE VlII. 

Transformation des faisceaux-points et des faisceaux-plans. 

82^. Prenons une matrice l ^ Vaire S = [S^^ ] , | /, /'= i , 2, . . . , / '^ j L 

normale (72**), c'est-à-dire admettant pour invariant le système fonda- 
mental Q(/t, m). Nommons (70**) S l'opération géométrique qui rem- 
place la droite p, de coordonnées p^, par la droite q^ (image q = pS[/?] 
de p par S), ayant, pour coordonnées 

/' 

On a nommé (AO'') /aisceau-point x la figure constituée par les droites 

issues d'un point a?, et. faisceau-plan u (32*^) la figure constituée par les 
droites situées dans un plan u. 
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II convient d'examiner comment les figures x et i^ se comportent vis- 
à-vis de l'opération rS. 



K3. Appelons e le point ^, :^o, ^j = ^, = . . .j:^= o. Soient /;,, 
a = I , :«, . . . , ( * "" J ^ les ( ^ "" j y;^ où l'indice i manque et p^^ 

I ji = 1, a, . . . , [ '^3 *y> les f '^^ j/?/ où l'indice i figure. Si l'on se 

reporte aux considérations du SS*", on voit que les équations /7^=o 

définissent le faisceau-point c^ les p^» étant liées par un système fonda- 
mental û(/? — \^ m — i). 

84". Proposons*nous le problème suivant : quelles sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que la substitution ou opération S laisse 

fixe le faisceau-point e ? 
Autrement dit 

Ces conditions sont évidemment rj^ = o^ sous le bénéfice de p^=o. 
Si a' et (j' sont des indices analogues à a et [3 respectivement, on peut 
écrire 



a' 



a p 

On doit donc avoir 

Les p^' sont linéairement indépendantes (27'') comme coordonnées 
d'une droite de degré m — i dans un espace k n — 2 dimensions. Fina- 
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lement 



(o) 



SaS =0? 



a 



— l,2,..,,\^ m j' p'— 1,2, yy^_,)\) 



Alors 



S| = I S^,' I ISpp'1 :7^ o ; I S^^'l ^ o; \%^'\^ o. 



P? 



La matrice ('*__' j-aire [S^p] est évidemment normale pour le degré 

ni — I dans l'espace l\ n — 2 dimensions. 
La formule (o) résout le problème posé. 

85*^. Soient deux /i-aires ç et yi, avec les Zj pour coordonnées ponc- 
tuelles courantes, 



? 

^ 


2l 

2y 




> 


in — 



r 



î^î 



7 J|Zy— Jy 



analogues à la //.-aire f du 77*". 

Si X et Y désignent (78'') A^^ et A^ti respectivement, on sait (77*" 
et 80**) que Ton peut écrire 

X =[x,{x)], X =[y,,(»], 
X-=[H„(i)], Y-=[h,,(»], 

X^/(crj, Ef^'[x)y Y^/(jj, H,^( jj = formes linéaires et homogènes par 
rapport aux Xj ou aux y-j. 

Enfin (DG et IJ seront les opérations géométriques qui correspondent 
à X et Y. 



86''. Nous sommes à même de chercher quelles conditions sont néces- 
saires et suffisantes pour que l'opération S fournisse le faisceau-point j* 
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comme image du faisceau-point a;, 
Avec les notations du 85", on a 

Puis 

ê = JS5C.-'[ê]=Ç[ê]. 

Nommons T = YSX~' = [T,, ] la ( j-aire qui correspond à l'opé- 
ration géométrique G. En vertu des explications du 84°, G laisse immo 

bile le faisceau-point e et, j formule (o) du 84° j, 

T,p = o. 

/ I 1 î \ 

Mais (83"*) T^^^ = T^^ \-t'; /; SJ est une forme linéaire 

des coordonnées jl'j du point or, 

des coefficients S^/ de la matrice S. 



L^K'-0(--O^^^'''^' 



(0 ^^\^i^\y\ S) = o 

sont donc la condition nécessaire et suffisante pour que le faisceau-point j^ 
soit l'image par S du faisceau-point x. 

87*". C'est par une méthode entièrement analogue qu'on traitera le 
problème, correspondant dualistique du précédent : à quelles conditions 
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la substitution S admet-elle le faiseau-plan v pour image du faisceau- 
plan u? 

On introduira (83"*) le plan e, de coordonnées 



"i^^r 



|/j= . . .=i^^=o. 



Les équations /7p = o définissent lé faisceau-plan e, les/^g^ étant liés par 
un système fondamental ù[n — i, m). Tout cela résulte immédiatement 
du 83^ 

Les conditions pour que s[e]=e s'obtiennent sans difficulté au 
moyen du 84^. Ces conditions sont 7p= o, sous le bénéfice de /ip= o, 
c'est-à-dire 



(^) 



Spa =0. 



Prenant les Wj pour coordonnées planaires courantes, on introduira 
deux matrices /i-aires i^ et cp, analogues à ^ et y) du 83®, savoir : 



u = 



«V. 


«, «', 




«'• 


v,w, 


iV. 


U,Wj UjW, 


? = 


Wj 


C, Wj VjiV, 



I 

9 

Les collinéations planaires u et cp se traduisent sur les coordonnées 
ponctuelles par les collinéations u'"* et cp'"** et, sur les coordonnées //^, 

par les collinéations ( 'j-aires A^^u'"** et A,„cp'""*. En vertu de la for- 
mule (IIl) du 79**, on peut introduire, au lieu de 



A„u'- et A„<p'-, 



respectivement 



u=[u„(i)] 



ou 



ou 



A u. 



/i— #rt 



A„_„?, 



matrices ( " )-aires, {puisque ( _ ) = ( )}» analogues à X et Y 

y. £•. />., 2«s. (C. n« il). , a3 



"^..■'■'"^s^'r' 



178 LÉON AUTONNE. 

du SS"". U el V conduisent aux opérations géométriques O €t t? ana- 
logues à 5& et ?T du SS"". 
On a encore 

u[w]=6, (p[(;] = 6, 

et, {introduisant les faisceaux-plans u,v, ej, 

û = XD-'[l], ç = -ç-'[l]. 

La relation cherchée 

donne 

Posons $ = X?SO-"* ; on aura $[ê] = ê. ' 
SiP=[P,,] est la (^)-aire 

p = vsu-% 

on a, comme au 86^, P^/(w; i'; SJ = forme linéaire en Ujj Çjj S^/. 
Les relations 

Pp«'(«^; ^;S) = o, 

analogues aux relations (2) ci-dessus, sont la condition nécessaire et sufr 
fîsante pour que le faisceau-plan if soit l'image par S du faisceau-plan u. 

88^. Je n*insisterai pas sur les diverses questions géométriques que 
permettent de résoudre les considérations du présent Chapitre. 

Par exemple, cherchons les faisceaux-points x ou faisceaux-plans u que 
l'opération S laisse fixe, 
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xetu s'obtiennent par les équations 

T„p'(a?;a;;S) = o (86»), 
Pp,.(«;«;S)=o (87"), 

quadratiques par rapport aux inconnues Xj ou Uj. 

89^. Passons maintenant à la solution du problème principal. 



CHAPITRE IX. 

Conditions J pour qu'une y\ -aire A soit une matrice A^ a^ a étant une 

matrice /i-aire* 

9(F. Soit A = [A//], I /, /'= 1 , 2, . . . , ( '^ j |, une [ ^ j-aire de déter- 
minant |A|:^o. Voici le problème qui va nous occuper, avec les nota- 
tions du TS"". 

y/ quelles conditions i{n^ m) nécessaires et suffisantes satisfait A 
pour quil existe une matrice n-aire a, telle que A = p A,„a, p = facteur 
de proportionnalité P 

On sait (76®, in fine) que, si les conditions J (/i, ni) sont satisfaites, la 
matrice /i-aire a est définie à une puissance de près, = racine primi- 
tive m**"* de l'unité. 

Ol"". On peut employer la méthode des coefficients indéterminés. 
Introduisons les /i* coefficients aj^j^ j A-, y = i , 2, . . . , /zj, de la matrice 

a= [«Ay], formons les \) mineurs m-aires de a, formes de dimen- 
sion m par rapport aux a^y, et égalons-les aux p"* A^^'. On a ainsi un sys- 
tème d'équations algébriques aux /i + i inconnues p et Uj^j. 

Seulement ce procédé n'en est pas un. II conduit à des éliminations 
compliquées, pour parvenir aux conditions J(ai, m) entre les A^/. Enfin 
les calculs ne se prêtent à aucune interprétation simple* 
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Aussi allons-nous développer une autre méthode, fondée sur les consi- 
dérations des Chapitres précédents. 

92®. Il est évident qu*une première condition J(/i, m) est celle-ci : 
A est normale (71°), c'est-à-dire admet pour invariant le système fonda- 
mental û(/i, m). 

Cette condition est nécessaire, mais elle est insuffisante. On s'en assure 
par l'exemple le plus simple. 

Soit le cas /2 = 4, m = 'i^ / '^ J = 6. Prenons les six coordonnées- 
points 

7^12 Plk 7^28 7^14 7^81 7^24 

d'une droite, ou les six coordonnées-plans 



avec 



vAi |A ... ••• ••• ••• 


^24 


©42 ©84 ®28 ©14 ^31 


©24 


/>84 P\2 Pu p2i PHk 


p%^ 



et la relation fondamentale unique 



o =/'•»/'.« -+- Ih*Pi* + P»,P,* = <® 



('jWr 22% 51° et 39°). 

Considérons la senaire normale 



/?o P»* P%* Pa, Pti P„ 
Pz* P,* P,* p*» P»A P,i 



= A. 



Il n'existe aucune matrice quaternaire a telle que A = p A,a. L'opéra- 
tion^éométrique dU, qui correspond à la senaire A, n'est pas une colli- 
néation ponctuelle, mais la transformation par polaires réci[)roques avec 



^, + ^, + ^3-H^' = o 



pour quadrique de base. 
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L'algorithme de cette transformation est 



Xj Uj 



U- X- 

J J 



y= 1, 2,3, 4 



on la substitution d'échange {"voir VI, Index 6^ de la troisième Partie). 
Retenons donc une première condition nécessaire : 

Condition J,. — A est normale. 

93^. La /2-aire a, supposée existante, possède, si y est le point-image 
par a du point x^ les propriétés bien connues que voici : pour tout x, 
y est défini sans ambiguïté; et réciproquement; si x parcourt tout l'es- 
pace, y parcourt aussi tout Tespace. 

On exprimera ces propriétés par la locution suivante : a permute 
entre eux tous les points de l'espace. 

De même a, qui se traduit sur les coordonnées planaires Uj par la 
//-aire a'"* permute entre eux tous les plans de l'espace. 

94"^. Le faisceau-point x et le point .r se définissent mutuellement sans 
ambiguïté. La f '^ j-aîre A,„a permute donc entre eux tous les faisceaux- 
points de l'espace. 

Il vient ainsi une seconde condition nécessaire. 

Condition J,. — L'opération <k permtte entre eux les différents fais- 
ceau x-^points de l espace. 

95"^. Le faisceau-plan u et le plan u se définissent mutuellement sans 
ambiguïté et nous pouvons formuler de même une troisième condition 
nécessaire. 

Condition J,. — L'opération ci permute entre eux les différents fais- 
ceaux-plans de V espace. 
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Cherchons si les trois conditions 3,, 3^j J, combinées assurent la solu- 
tion du problème du 90^, c* est-à-dire Texistence de la n-aire a, telle que 

OG"". Nommons/ le faisceau-point image par oAo du faisceau-point x^ 

j = ca,[.r]. 
On a alors entre les Xj et les Xj les relations (i) du 86° que nous 



écrirons 



T,(i;;)=o |>='»a,-.-,("~')(;,r,)j> 

Ty^ = forme bilinéaire en Xj et fj. 

En vertu de la condition Jj,, pour x donné quelconque, y est unique 
et bien déterminé, et réciproquement. Donc, pour j? donné, les rapports 
des /y sont déterminés et 

Pareillement 
Dans les Tableaux 

à n colonnes et à f jf __' j lignes tous les mineurs n-aires sont 

nuls. Les /y et les Xj sont proportionnelles à des mineurs (n — i)-aires. 
On a donc, j a^, (3^ = facteur de proportionnalité j , 

les (fjet 6y étant des formes d'ordre [l et rs respectivement. 



iK-iÀ 
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Toujours en vertu de la condition J, quand x(oujr) parcourt tout 
r espace, il en est de même pour/ (ou a:). 
Donc la transformation 



est une substitution ponctuelle birationnelle, c'est-à-dire une substitution 
Cremona. 

Si fJL = I , a est précisément la /i-aire a cherchée. Tout se réduit à voir 

si (X =: I , ^ 

Il va sans dire que les n formes 9 ou ô sont supposées débarrassées de 
leur p. g. c. d. 

97"*. Par un raisonnement analogue, la condition J, conduit aux rela- 
tions (87^) 



avec 



Hm--'m—" 



et à une substitution planaire Cremona 



T = 






T-* = 



%• •^/(^WL 



X = ^-i 



98**. \J élément {2, w) étant constitué par le point z et le plan w^ 
passent par z, S(vz = o, prenons la substitution birationnelle entre élé- 
ments {Sur les formes mixtes, Chapitre I de la troisième Partie) 



a 



2y ?}(2;^v) 



a-* = 



w 






IL O 



O V 



m o 



o X 






1.:*» 
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OÙ les 9, i{^, ô, 7] sont des formes mixtes avec (x, o, tz^y o pour ordres 
et o, v', 0, // pour classes respectivement. 

Je dis que a est une substitution crémonienne, c'est-à-dire admet pour 
invariants les expressions 

HêWz et ï^wdz. 
99\ Soient : 

p une droite quelconque de l'espace ; 

X un point situé sur^; 

u un plm passant par p\ 

q la droite image de p par A> ; 

y le point image de a? par a (96°) ; 

{> le plan image de u par t (97**) ; 

x-\-dx un point pris sur/? infiniment prèi de a: ; 

)• + rfy le point image Aex -{- dx par a. 

Xj 07 4- e/o: sont sur u. Oa peut, sans que p cesse d'être quelconque, 

« 

supposer que x-^dx est un point quelconque de w, infiniment voisin 
de X. 

Puisque l'on a 

on a aussi, en vertu de 96° et 97° et parce que q = 'î'1>[/^], les relations 
suivantes : 

q est située sur le faisceau-plan t^ et sur le plan v; ' 



q est située sur les deux faisceaux-points y et y -h df et passe par les 
deux points / et j + dy. 

Donc le planer, qui contient ijr, passe par les deux points/ ety-^dy; 
il vient 

(1) S^7' = 2<p^ = o sous le bénéfice de a> = SM^z = o, 

I!,çdy = o sous le bénéfice de Swrfz, 
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c'est-à-dire 

(2) S'j'rfç = o. 

En vertu des théoiies générales sur les formes mixtes, il faut, pour la 
relation (i), que l'expression 

SJ/(s;«')<p(s; (v) 

soit identique à coK(z; iv), K étant un polynôme hompgène en Zj et 
en iVj (Sur lès formes mixtes, deuxième Partie, 22^). 

Ainsi co = S(vz est déjà un invariant pour la substitution a du 98^. 

100*". La relation (2) ou, {/,y, = i, 2, . . . , /^}, 

I / I i 

où les Wj sont des formes mixtes premières entre elles, doit être, en ce 
qui concerne les indéterminées cfey, une conséquence de S(vrfs; le quo- 
tient Hy : iVy= la fraction irréductible L ; M, où L et M sont deux formes 
mixtes. 

Il vient 

xMH,= (VyL. 

M ne pouvant avoir aucun diviseur commun avec iVy, ni L, tout en divi- 
sant le produit iVyL, est forcément une constante. Par un motif analogue 
L est une constante. 
On peut écrire 

L:M = i et Hy=<i'y, 2^c^9 = H^S(i rfz. 

^wdz est bien un invariant pour la substitution a. 

La présente démonstration est une application des théories exposées 
dans la deuxième Partie du Mémoire Sur les formes mixtes , sur le calcul 
des formes mixtes. 

y. ^. />., !i«8. (C.n° 11). 24 
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lOi^. Ainsi la substitution a est crémonienne comme admettant les 
deux invariants Sii'z et ^{vdz. 

Dans la crémonienne a, les formes mixtes 9 ont la classe zéro; donc 
{Sur les formes mixtes, troisième Partie, Chapitre V), la crémonienne 
devient crémonique. 

Appliquons la formule [loc. cit., 59°) générale des crémoniques s^ 
dans l'espace à N — i dimensions, 



s 



m o 

(m— i)(N— i) I 



(/^-O(N-i) I 



et comparons-la à la formule ci-dessous (98°) 



avec 



.y = a 



a = 



IL O 



O V 



TS o 



Il vient m = [l; {m — i)(N — i) = o;/7 = tS; (p — i)(N — 1)= o; 

v'= I ; //= I . Gomme 

N — 1:5^0, 
il vient finalement 

I = a = TS = v' = y'. 

a se confond avec la crémonique linéaire citée au 60° de la troisième 
Partie du Mémoire précité. 

Cela assure (96°, in fine) l'existence de la matrice /i-aire a. 

102°. Nous sommes maintenant à même de formuler une proposition 
définitive qui donne la solution du problème du 90°. 

Théobème. — Soient : 

A une matrice f y aire de déterminant \X\^o\ 

ot l'opération géométrique correspondant à la coUinéation A, effec'^ 
tuée sur les coordonnées pluckériennes p^. 



SUR LES COORDONNÉES PLUCKERlBNNES DE DROITE, ETC. I87 

Pour quil existe une matrice n-^ire a, telle que j p =yhcteur de pro- 
portionnalité I , 

A = pA^a, 

les'trois conditions salivantes sont nécessaires et sujffisantes : 

J^ . La collineation A est normale, cest'à-dire admet pour in\^riant 

le système fondamental (}(/^, m). 

Jjj. L'opération X permute entre eux les différents faisceaux-points 

de l'espace. 

J,. L'opération <k permute entre eux les différents faisceaux-^plans 

de V espace. 

103^, Les conditions J ont été obtenues par des considérations géo- 
métriques et en opérant ex^clusivement sur des coordonnées homo- 
gènes Xj^ Ujj pi. Ces conditions, une fois vérifiées pour À et a, ne cessent 
pas de l'être pour RA et ra, R et r étant deux constantes quelconques, 
différentes de zéro. 

Supposons donc 

d'où 

j A| = p^"'/] A,„a I = pV"'/a\'"— ^ 

a = |a|, en vertu de théories connues. 
Il viendra donc encore 

(i) |A| = p'^'"''a^'"— /. 

On aura de même, comme il vient d'être expliqué, 

RA = p'A„(m). 
Je vais chercher à déterminer les deux constantes r et R de façon à 
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avoir 

(3) 

et p'^= I , c'est-à-dire 
c'est-à-dire 

(4) 

eu égard à (o). 
On tire de là 



RAI = i, 

ra\ = 1 , 



RA = A„(m) = /"'A,„«, 



Rp = r-, 



Ai-, 



/■" = a- 



p = r"R-'. 



Il faut montrer que la valeur de p, ainsi obtenue, satisfait à ( i). 
Il viendrait, substituant dans (i), 

j A 1 = /•'"\'"/R~\"'/a^'"~''', 
R\"'J A = I RA 1 = i = r \»'/a\''— /, 
eu égard à {'2). Mais a = r"" et 

Cela est exact, car /w{^) = /i("~)- 

\m/ \m — ij 

En résumé : il est licite^ sans restreindre la généralité et eu égard 
aux conditions J, de poser 



At=i, 



a ==i 



A = A,„«. 
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C'est ce que nous ferons désormais. 

La ( '^ j-aire A ne change pas quand on multiplie la /i-aire a par une 

puissance de t, t"'= i . Si Ton veut que le déterminant de la /i-aire reste 
égal à un, il faut poser t^ = i. Nommons o le p. g. c. d. des deux en- 
tiers m et /i, et 6 une racine primitive â***™® de Tunité. A A donnée cor- 
respondent les 8 /2-aires 

flf, aô, . . . , aô . 
CHAPITRE X. 

Construction, pour une l ^ j-aire donnée A, satisfaisant aux conditions J, 

d'une matrice /i-aire a, telle que A = A,„a. 

104"*. Quelles relations les conditions J du théorème du 102° intro- 
duisent-elles entre les f '^ ) coefficients A^^ de la matrice A? 

Soient cp^ {p) = o, ^^ip) = ^^ • • • '^s relations fondamentales. 
D'après les explications des Chapitres II et III, on peut admettre que 
les (p sont des formes quadratiques par rapport aux p^. La condition J, 

exprime que les quantités (jr^= A[y7j = ^ A^^/?^' sont les coordonnées 
d'une droite (7 ; donc 

?2(9) = ^2(/^)=0, 



• • • 



Les deux systèmes 

$ ?i(/') = o, (}>,(/;) = o, 

doivent avoir les mêmes solutions. Le problème se traitera, sans irrâtion- 
nalités, par exemple, suivant les méthodes indiquées par M. Kônig, 



j' Jl^'^kâ. -HÊ .^' m"* mi 
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dans son Livre Einleitung in die allgemeine Théorie der algebradschen 
Grôssen, notamment aux Chapitres V et VI du Livre {Gesamtresol- 
vente, etc.). On aura un certain nombre de relations 

F.(A) = o, F,(A) = o, 

oii les F sont des formes par rapport aux A^/. Les coefficients de ces 
formes ne contiennent que les coefficients des form^ quadratiques 9 et 
ne dépendent ainsi que des deux entiers n et m. 

lOo^. Passons aux conditions J^ et J,. On calculera les expressions 



T„p.(.i;>;À) (86"), 
1V(«;!';À) (87°); 

ce sont des formes trilinéaires, à trois séries de variables A^/ et Xj et yj 
(ou Uj et Vj). 

Les conditions J^ et J3 s'expriment algébriquement par les relations 

c'est-à-dire par l'évanouissement de tous les mineurs /z-aires de ces quatre 

Tableaux à /i-colonnes et à [ ^~^ j f ^^^ j lignes. Un pareil mineur H sera 

une forme de degré n par rapport aux A,/ et de degré n par rapport aux Xj 
par exemple (ou jy, ou Uj^ ou Vj). H est nul pour tout point x et il faut 
égaler à zéro les formes d'ordre /2 en A^/, coefficients, dans H, des produits 
tels que 

X . • • X m Ow I I ' w» 2 I ' . • . -^— n • 

Bref, les conditions J^ et J3 amènent à écrire 

/;(A> = o, /,(A) = o, 



• • « 4 
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les/* étant des formes d'ordre n en A,/. Comme plus haut, les coefficients 
de ces formes ne dépendent que des entiers n et m, 

106^. Les conditions J(/î, /n), c'est-à-dîre J, , J, et J,, étant supposées 
vérifiées, ainsi qu'il vient d'être expliqué, comment calculerons-nous les 
coefficients a^^y de la matrice /2-aire a=[ajty], telle que A = A,„a, 
ÎX',y = 1,2, . . .,/i}? 

Un premier procédé consiste à suivre la même marche qu'au Chapitre 
précédent. On construira les substitutions Cremona ponctuelle a (96") 
et planaire t (97*"), puis la crémonîque a (98*" à 101''). En vertu des con- 
ditions J, la crémonîque devient linéaire, comme il est expliqué au précé- 
dent Chapitre IX, et Ton a a. 

Le présent Chapitre a pour but de montrer que ce procédé général 
peut souvent être simplifié. 

Auparavant, signalons quelques propriétés évidentes des conditions J. 

107**. Reprenons les formules I, II et III du 79"*. On a simultanément 

A = A^a, A'= A,,a', A-* = (A,„a)- = A,, a'* ; 

donc : si la i y aire A, avec | A | == i , satisfait aux conditions J, il en 

est de même pour A' et pour A"* . 

De même, toujours eu égard au 79** et, puisque a = | a | = i , 

A = A^a = l^^^h, h = a'-* ; 

donc : A satisfait simultanément aux conditions i{n^ m) et J(n, n — m), 
et les conditions J(n, m) et i{n^ n — m) coïncident. 

108°. Quand on sait d'avance, par exemple par hypothèse, que les 
conditions J sont remplies, on peut construire directement la matrice 
/i-aire a par un procédé simplifié, qu'il nous reste à exposer. 
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109**. Traitons d'abord le cas particulier où A est canonique, A,^'= o 
pour ï ^ /, A^,= ki^ o. 

On a vu (7i>^) que a est aussi canonique, a,y= o pour ^V',/? ^jj='Cij* 
Tout se réduit à trouver n paramètres a^ tels que, si /= {j^j^ . . .y,„), 

A/'^^^^d: • . , CL : • 

' Ji Jm 

On a vu (76") que, si le problème est possible, la matrice //-aire a est 
définie à une puissance de ô près, = racine primitive m^^^^de l'unité. 
Autrement dit, dans le cas actuel, si les équations 

A / ^^ Cl : • . . (T ; • 

(0 

a, . . .a^= I 

aux inconnues aj admettent au moins une solution, cette solution, ou ces 
solutions, sont telles que les quantités 

a^ et aj.a^ 

sont définies d'une façon unique et bien déterminée. 

Nommons b^ et oLj le logarithme népérien de A^ et de Oj respective- 
ment; les équations (1)' deviennent 



è,=2;N,,a,, 



(1) { ' \ N,y = zéro ou unité. 

L'élimination des inconnues oLj conduit entre les b^ à diverses relations 
telles que 

(2) ^ M^/>^ = o, M^= entier réel ou zéro, 



qui sont la traduction des conditions J. 
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Revenant aux A^, on a divei'ses relations 

(3) ,=JjAr'=F(A), 

/ 

F étant un monôme. 

Sorjs le bénéfice des équations (2) et (3), les quantités a^ et aj\a^^ 
c est-à-dire ma, et ocy — oc,, sont définies par le système (1) sans ambi- 
guïté. 

Si l'on écrit P ^ o (mod^) pour exprimer que 

P = 2 ^i^r ^1= entier réel, 

on tirera du système (1), !./(A) = monôme |, 

l ma,==o I 

< l mod^; 

c'est-à-dire, en passant des logarithmes aux nombres. 



La matrice a sera ainsi complètement construite. 

HO"*, Un logarithme népérien n'est déterminé qu'à *ikKi près, où 

k = entier réel, /= y— i ; mais on reconnaît facilement que cette indé- 
termination ne change rien aux résultats précédents. 

111°. Revenons maintenant au cas général (108"). Il existe, par suite 
des conditions J supposées vérifiées, une /laire a telle que 

A = A„a. 



11 s'agit de calculer a, la l '* Wire A étant donnée. 

/. E, P., 2«s. (C. a* 11). 25 
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Dans Tcspace € à /i — i dimensions, prenons le /i-èdre de référence et 
nommons Xy un de ses n sommets ; pour Xy on a Xj^Oj les autres coor- 
données étant nulles. 

Prenons m sommets d'indices y, . . .y,,,; nommons / Tindice, compris 

entre i et f '' \ , qui correspond à la combinaison (y\ . . .y,„). I^a droite 

des m sommets sera V arête T^ du tétraèdre. Pour T,, la coordonnée p^ 
est seule diderente de zéro. 

112". si{és/=i,.. ...'(;,)j, 

en vertu des conditions J^ les A [ /;^J sont les coordonnées y^.de la droite 

Si /; coïncide avec larête T^ du tétraèdre de référence, la droite 
Q^= .Jl,[T^] aura pour coordonnée q^ le coefficient A^, de A. 

Ainsi : dans la iiialrice A, le g'**'"'* élément de la colonne /*^"** est pro- 
portionnel à la coordonnée q^ d'une droite Q^. 

Comme la transposée A' possède (107*") les mêmes propriétés que la 
matrice À, l'élément Z*^"*" A^^ de la g^*"*" ligne est proportionnel a la coor- 
donnée pi d^une droite P^. 

II3*\ Prenons les diverses arêtes du /z-èdre de référence issues d'un 

sommet Xy et situées par suite sur le faisceau-point Xy ; soient T^, T^, . . . 
ces arêtes. 

Leurs images Q^, Q/, . . . seront, en vertu de la condition J^, situées 

sur un certain faisceau-point ry, 

Les droites Q^, Q/, . . . sont connues (112^) dès qu'on possède A. Leur 
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unique point commun sera Cj qui s'obtiendra par le procédé du 41", sans 
ambiguïté. 

Si l'arête T^est celle des m sommets Xy . . . Xy , son image Q/= A^[T,] 
sera la droite des m points c^. . .Cj^. 

Convenons de fixer la valeur absolue des coordonnées ponctuelles 
homogènes par la relation 

2 



ejXj=\ 



ry = constante numérique arbitrairement choisie une fois pour toutes. 
TiCS n coordonnées du point Cy, savoir les r^y, | «:= i, 2, . . . , /î !, sont 
complètement connues. 

r^a considération des diverses arefes T^ permet donc de construire une 
matrice //-aire 

on posera enfin 

114^. Dans les deux matrices //-aires a et r, considérons les mêmes 
mineurs /n-aires 



Jî Jm^a -Ji ••• Jtn^c 

formés avec les mêmes lignes /, . . ./,„ et les mêmes colonnes /, . . ./,„. 
r aissons / fixe, c'est-à-dire les ni colonnes fixes, et faisons varier fç^ 
c'est-à-dire les lignes /, . . ./,,,. On aura (112^) des quantités proportion- 
nelles aux coordonnées q^ de la droite Q^. Fje quotient 

est indépendant de l'indice g et peut se désigner par H^. Alors 
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c'est-à-dire 

A = CH, 

Il étant la matrice canonique y l-aire dont les H, sont les cocflfioients. 
On a (79°) 

H = C- A = (A,„r)- A,„« = A„r-'. A„« = A„r-« = ^Jl, 

h étant la matrice //-aire r~*r^. 

H étant canonique, on rentre dans le cas du lOÎP. La matrice // se cal- 
culera par le procédé du 109** et peut être supposée connue; la matrice c 
Test aussi et il en est de même de la matrice a = ch. 

1 lo". 11 est évident que les n^aires, de déterminant -h 1 9 qui satisfont 

aux conditions J, forment un groupe G. Les i j-aires A = A,„a, | A [ = 1 

forment aussi un groupe F. A la substitution unité de (/ correspond 
la substitution unité de F. A la substitution unité de F correspondent 
dans G les puissances distinctes de la singulière ( ' ) G, [ 9 = racine pri- 
mitive 0'^'"^ de l'unité; o = p. g. c. d. des deux entiers m et n\^ ainsi 
qu*on Fa vu (103*, in Jiue). f^es groupes G et F sont isomorphes dans 
les conditions criiémiédrîe qui viennent d'être dites [voir aussi (.lia- 
pitre VII). 



(') M. Jordan nomme singulière toute subslitulion qui multiplie toutes les variables 
par la même coostanle 9. 
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TROISIÈME PARTIE. 



CAS DE L'ESPACE RÉGLÉ ORDINAIRE. 



CHAPITRE XL 



Conditions J(4, a). 



H6®. Soient /i:=4, /^ = 2, f'*j=6. C'est le cas de l'espace ordi- 
naire traité incidemment aux 22**, SI"*, 39** ci-dessus. 

Renvoyant an Livre de M. Kônigs [Géométrie réglée et ses applica- 
tions, Gauthier- Villars, 1895) pour toutes explications générales sur l'es- 
pace réglé ordinaire, aujourd'hui bien connu, je me bornerai à rechercher 
ce que deviennent les conditions .T. 

117**. Le problème est le suivant : 

Étant donné un senaire A de déterminant |A| égala + 1 , à quelles 
conditions J doit satisfaire A, pour que ses trente-six éléments soient 
précisément les trente-six seconds mineurs d'une matrice quaternaire a y 
de déterminant \ a \ égal à -h i . 



Autrement dit, 



A = Aja. 



118**. Occupons-nous d'abord de la condition J,, c'est-à-dire de l'iur 
variance du système fondamental. 
Soit la forme bilinéaire senaire 

Û| = — I. 

/. E. P., a* ». (C. nMi). aS. 
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L'unique relation fondamentale est 

A doit admettre i»>(p) pour invariant. 

Je dis que cet invariant est un invariant absolu. 

Nommons ( > ) 1^ second mineur de la matrice quaternaire a, 

obtenu en combinant les lignes d*indicei a. et [3 avec les colonnes d*in- 
dices Y et 3. 

Par reflet de A = A,a, co devient 



PiiPtk^ 



• • • 



K=(::)Gi)-Ci)(;:)-(:!)(30-(:i)(3;]) 

-aoe)-(:l)a)=H=- 

A doit multiplier co par K; co est donc un invariant absolu , puisque 
K = i. 

Si, au lieu des coordonnée^; tétraédriques/;^, dont nous faisons usage, 
nous prenons les coordonnées de M. Klein (Kônigs, Chapitre V), l'inva- 
riant absolu iù devient une somme de six carrés. En coordonnées de 
M. Klein, la condition J^ exprime que lasenaire A est orlhojçonale. 

Je dirai, même en conservant les coordonnées tétraédriques et pour 
ne pas introduire de locution nouvelle, que la senaire A, en vertu de la 
condition J^, est orthogonale 

llS"". Prenons A = [A^J et une seconde forme bilinéaire senaire 
B = [B^J, i /, g^ /', 5^'= 1 , 2, . . . , 6 j, les relations 
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expriment à la fois que. i*on a 

B = A'BA, 
que A admet pour invariant absolu la forme quadratique senaire 

Hp,p)' 

Au lieu de la forme bilinéaire quelconque B , prenons ù ci-dessus (1 \.9f) , 
la condition J, s'exprime par V égalité 

A'ÛA = Û. 

120**. Nommons ifi) la transformation géométrique de- l'espace réglé 
qui correspond à la collinéation senaire orthogonale qaelc>nque B. On 
sait (Kônigs, page 126, fin du Paragraphe 88) que ilL est 

ou bien une homographie (collinéation ponctuelle quaternaire effectuée 
sur les points de l'espace), que nous nommerons opération i)5> de pre- 
mière sorte ; 

ou bien une transformation duaiistique (homographie combinée avec une 
transformation par polaires réciproques), opéi^ation ifb de seconde 
sorte. 

Les conditions J, et J, doivent servir à exclure la seconde sorte. ^ 

ISl"*. On a par hypothèse d'orthogonalité (IIO*"), condition J,, 

B'ÛB = Û, |Bp=i, |B| = ±i. 

Les \S\> de première sorte (homographies) correspondent toutes à des 
orthogonales B de déterminant égal à + 1* Je dis que réciproquement 
toute orthogonale B de déterminant égal à H- i conduit à ime ilî> de pre- 
mière sorte, . . 

Considérons l'orthogonale D, de déterminant égal à — 1 , 



D = 



la P^^ 7^23 P^k Pzi P 



21 



ai ri2 /'M /^2» /'14 rtt 



200 Ï-ÉON AUTONNE. 

L'opération correspondante ÛE) est une transformation par polaires réci- 
proques par rapport à la quadrique de base 

2^>==2^>~^' iy=^ï»2'3, 4!. 

Il est évident que 

les deux opérations \(!> et ifl>(D sont toujours de sortes contraires, 
les deux déterminants | B | et | BD | sont de signe contraire. 

Supposons un instant que, pour une B de déterminant + i , l'opéra- 
tion iA> soit de deuxième sorte. 

L'opération ifbCD sera db première sorte, tandis que 1 déterminant | BD 
sera égal à — i . Nous savons que cela est absurde. c. q. f. d. 

122''. Les conditions J, et J, sont ainsi satisfaites par avance; il vient 
la proposition suivante : 

Théorème. — Dans Vespace réglé ordinaire, les conditions J sont, 
pour la senaire A, 

Ai = i, A'aA = a. 

La forme bilinéaire Q(p; p') étant 



P^2P2é'^P^2P,, 



• • • • 



123^. Étant donnée une senaire orthogonale A, de déterminant + i , 
la construction effective de la matrice quaternaire a, avec |a| =: i, telle 
que A = A,a, se fera par la méthode des 109^, IKT, 111° ... à 113^ 

La transformation cil, correspondante à A, transforme les six arêtes 
T,y, j«,y = I, 2, 3, 4 j? dii tétraèdre de référence G en les six arêtes 
Q^.y = cl, [T|y] d'un certain tétraèdre Q. Si trois arêtes T forment un 
trièdre, il en sera de même pour leurs images Q. Les droites Q^j sont 
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âOI 



connues, dès que A est connue. Les intersections des Q,y donneront les 
sommets e, du tétraèdre Q. Or les trois droites T,y, ï,y , T,y' sont les trois 
arêtes d'un trièdre ayant pour sommet le sommet X^ du tétraèdre de 
référence. Les trois droites Q,.y, Q^y', Q,y sont issues du sommet r,. deQ, 
qui correspond à X^, 

On pourra donc construire la matrice quaternaire c du lltT^ avec 



c h= I . 



124". Restent à construire les canoniques quaternaires h -= [^/y]? avec 
/iij= o pour / T^y, et la senaire H 



H = 






{voir 109^ et IW) 



La senaire C = \^c est une orthogonale de déterminant H- i ; il en est 
de même pour (114") H = C""' A. On a donc 



(o) 



i = H,jH,« = Hj,H,, = H,,Hj, 



et 



(0 



(>) 



D'où déjà 



h, h, 
/iJi 



2"> 



h^ h^ = 



H 
H.. 



1» P 



h^h^h^h^== [/j j = H,,H,,= I, 



com me cela devait être. 
De ( I ) ou tire 



//,= H.,V, //.= H,3//;', A,= H„/e;*. 
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•clioRi. — Dérintt et Diffrrcnù. 
Kipet du Calent intégral. 3' édilloE 



pagea), 



Tdhi IV : ALeibre iBprrifurr. Il-Partie ; Etudr dei ima- 

Jinairrt. Théorie giiiiraU dn rf'/ualioiu. l'ëdilioD (iliii- 
}■ pagea}, Bvec63Hourea; iSgo. lift. 

CONGRES INTERNATIONAL DES HATHËHATICIENS 
(Eipoïliion uniterwlle de 19™). — Happorta pré- 
■eDtéa an Coagréa Internatlimal dea Hathémati- 

Ciana. réuni k Pari* en lyuo. raueinblat et pybUfa par 
E. DLFOHtQ, Secrél4ire gênerai. Grand in-S^igoî. 16 fr. 

CONGRES INTERNATIONAL DE PHTSIQUE, EipoaiiioB 
iiMiypracili- de içio'). — Travaux âQ Googrta intema< 

tional de PhTSique. réi.m a P.iti» en ir)Oo. lona le> a<»- 
pic'B .!« la biioiela frun^oi^B <le l'iiysiqne, ratsemblca 
et publie» parCii.-En.tlBiLLAmaett. Poiaoaa, Secré- 
lairoi utiicrnni du Congréa. 4 riilumem gr. in-H, at« Ûg. 
TuMia I, Il et III : Rapporta iirtienMi au Caagriê; 19OO. 
Le« î volume» eniembie. S» tt. 
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On vend séparément : 

ToMB I : Queteions générnles. Métrologie. Physique mé- 
canique. Physique moléculaire; igoo. 18 fr. 

Tome II : Optique. Electricité. Magnétisme ; 1900. 18 fr. 

ToMR III : P.lectrO'Optique et Ionisation. Applications. 
Physique cosmique. Physique biologique ; 1900. 18 fr. 

Tome IV : Procès-verbaux. Annexe. Liste des Mem- 
bres; 1901. 6 fr. 

GONSTAN (P.), ancien Klèvc dt; TRcoL*. Navale Ex-En- 
geigne de vaisseau, Professeur d'Hydrographin de la 

marine. — Cours élémentaire d'Astronomie et de 

Navigation, à l'usage des Capitaines au long court et 
des Elises des Ecoles d' Hydrographie. 2 volumes f^rand 
in-8 (aS X iG) avec nombreuses figures se vendant sé- 
parément. {Ombrage en harmonie afec les derniers pro- 
grammes dts examens pour les brevets de Capitaine au 
long cours. ) 

Tome I : Astronomie. Vol. de iv-'jc5 p. avec x38 fig. ; 
1903. 7 fr. 5oc. 

Tome II. Navigation. Vol. de iv-3oo p. avec 139 fig. et 
3 planches; 1904. 8 fr. 5uc. 

CORNU (A.), Meml)re de l'Institut et du Bureau dos 
Longitudes. — Notices sur rElectricité. Electricité 
statique et dynamique. Production et transport de l'c- 
nergte électrique; avec une Préfaco de A. Potif.r, 
Membre de rinstifut. (Notices extraites di? V Annuaire 
du Hureau des Longitudes.) In-iG (19 X 22), avec lig. ; 
1904. 5 fr. 

COUTURA.T (Louis). — L'Algèbre de la Logique. 

{Collection Scientia : Série pbysico -mathématique.) 
ln-8 écu (aoxi3) de 100 p., cartonné; 1905. 2 fr. 

CURIE (M*"* S.). — Recherches sur les substances 
radioactives. 2* édition. Grand in-8 (iS x iG) de io5 
pages, avec i4 figures; 1904. 5 fr. 

DAGUNHA (A.), Ingénieur des Arts et Manufactiii*es.— 
L'année technique (1903-1904). hxumiofion et moyens 

de transport. Applications de ta Physique expérimentale. 
Ttavaux publics et Architecture. Éclairage et chauffage. 
Physiologie et Hygiène; avec une Préfoce de H. Moissan, 
Membre de l'Inslilut. Grand in-8 (28x18) de vin- 
3o^ pages avec 142 figures; 1904. 3 fr. 5o r. 

— Les années précédentes se vendent chacune 3 fr. 5oc. 

DARBOUX (G.), Membre de l'Institut, Doyen de la Fa- 
culté des Sciences.— Leçons sur la Théorie générale des 
surfaces et les applications géométriques du Calcul in- 
finitésimal. 4 vol. gr.in-8, av.lig., se vendant séparément. 

I" Partie : Généralités. — Coordonnées curvilignes. — 
Sur J aces minima; 1887. i5 fr. 

Il* Partie : Les congruences et les équations linéaires 
aux dérivées partielles. — Des lignes tracées sur les 
surfaces; 1889. i5 fr. 

III* Partie: Lignes géodéat^ues et courbure géodésique. 
— Paramètres différentiels. — Déformation des sur- 
faces; 1894. i5 fp. 

IV* et dernière Partik: Déformation infiniment petite 
et représentation spherique; 1896. i5 fr. 

DARBOUX (G.).— Étude sur le développement des 

méthodes géométriques. Lue le 24 septembre 1904, 



méthodes géométriqi 

au Congrès des Sciences ei ucs Ails, a 5aiut-l ouïs, bro- 
chure in-8 (25 X itj) de 28 pages; igoS. i fr. 5o c. 

DUGROT (André), Ancien Élève de l'École Polytech- 
uiaue. — Presses modernes typographiques, ln-4 
(28X 23) de 162 p., avec i4i fig.; 1904. 7 fr. 5o c. 

DUHEM (Pierre ), Correspondant de l'Institut de France, 
Professeur de Physique théorique à la FaciiUê des 

Sciences de Bordeaux. — Recherches sur l'Hydrody- 
namique. Deux volumes in-4 se vendant sepaiément. 



!'• Série : Principes fondamentaux de Vhydrodyna^ 
mique. Propagation des discontinuités, des ondes, des 
quasi^ondes, avec 18 figures; 1903. 10 fr. 

Il* Série : Les conditions aux limites. Le théorème de 
Lagrange et la viscosité. Les coefficients de viscosité et 
la viscosité au voisinage de l 'état critique ; avec figures ; 
'90^• 7 fr. 5o c. 

OUPORGQ (Ernest), Ancien Elève de l'Ecole Polytech- 
nique, Ingénieur des Télégraphes. — Premiers prin- 
cipes de Géométrie moderne, à l'usage des élèves de 

)fathématiques spéciales et des candidats à la Licence 
et à l'Agrégation, ln-8 avec figures; 1899. 3 fr. 

ENCYCLOPÉDIE DES SCIENCES' MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES, publiée sous les auspices 
des Académies des Sciences de Munich, de Vib^ine, 
de Lkipzic et do Gôttisguk. Edition française, puiiliée 
d'après l't'dition allemande, sous lu direction de Jcles 
MoLK, Profesfcur à l'Université de Nancy, avec le con- 
cours de nombreux savants et professeurs français. 

L'édition française de V Encyclopédie est publiée en 
7 tom^s formant chacun 3 ou 4 volumes de 200 à 
3oo pages grand in-8, qui paraissent eu fascicules de 
10 feuilles inviron. 

I,e prix de cliaquo fascicule siM-a d'environ 5 fr. 

Le premier fascicule du Tome I a paru; prix : 5 fr. 
( Demander le prospectus spécial. ) 

FISHER (H.-K.C.) et DARBY (J.-G.-H.). Manuel 
élémentaire pratique de mesures électriqoes sur 

les câbles sous-marins. Traduit de l'anglais sur la 
2« édition, par Léon Hlsson. In-8 avec 65 figures; 
i9o3- 5 fr. 

FLAMMARION ( Camille ). — U planète Mars et ses 

conditions d'habitabilité. Synthèse générale de toutes 
/<;«o6xrrfa//oit«. Climatologie, météorologie, aréographie, 
continents, mers et rivages, eaux et neiges, saisons, va- 
riations observées. Grand in-8 jcsus, avec 58o destins 
télescopiques et 33 cartes; 1892. 

Broché. 12 fr. | Cartonné avec luxe. i5 fr. 

FOUET, Professeur à l'Institut catholique. — Leçons 
élémentaires sur la théorie des fonctions analy- 

tifiues. '^ volumes grand in-S se vendant Ké|)arêment. 

!'• Partie. Les jonctions analytiques en général : 
leurs modes de définition et de représentation. Volume 
de 33o pages, avec 3S fig. ; 190'! 7 fr. 00 c. 

Il* Partik. Théorèmes d'existence, l^s fonctions ana- 
lytiques au point de vue de Caucliy, de fVeierstrass, de 
Riemann. Volume de Joo pa[;es; 190^ 10 fr. 

FORGRAND (R. de), Correspondant de l'Institut, Pro- 
fesseur à la Faculiedes Sciences, Directeur de l'Institut 
de Chimie de l'iiniversité de Montpellier. — Cours de 
Chimie à image des étudiants du P. C. N. Deux vo- 
lumes ih-8 (23 X i4) se vendant séparément. 

Tome I : Génémlitcs. Chimie miné' aie. Volume de 
vi-325 pages avec 16 figures; 1903. 5 fr. 

Tome 11 : Chimie organique. Chimie analytique. Vo- 
lume de iv-3i7 p. avec 3 fig.; Hjo5. 5 fr. 

FRENET (F.), Professeur honoraire de U Faculté des 
Sciences de Lyon. — Recueil d'Exercices sur le Calcul 
infinitésimal. Ouvrage destiné aux Candidats à l'École 
Polytechnique et à l'École Normale et à la licence. 
6* é iition, augmentée d'un Appendice sur Us résidus, 
les Jonctions elliptiques^ lei équatiofis aux dérivées 
partielleSy les équations aux différentielles totales, par H. 
Laurent, lixaminateur d'admission à l'École Polytech- 
nique. ln-8, avec figures; 190^. 8 fr. 



FRETGINET (Charles de), de l'Institut. — Essais sur la 
Philosophie des Sciences. Analyse. Mécanique. 2* éd., 
in-8; 1900. 6 Ir. 

FRETGINET (Ch. de). — Sur les principes de la 
Mécanique rationnelle, lu -8; 1902. 4 ^c* 
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FRBTGINET (Gh. de). — De Pezpérience en Géomé- 
trie. Volume iu-8; 1903. 4 fr. 

GARÇON (Jalei), Ingénieur Chimiste. — Répertoire 
général ou Dictionnaire méthodique de Bibliogra- 
phie des Industries tinctoriales et des Industries 

annexes, depuis la ori^^ineg jutqu'à la fin de l'année 
1896. {Technologie el Chimie.) Ouvrage honoré du 
grand prix décennal Daniel DoUIuh de la Société 
iiiduBtrielle de Mulhouse. 2 vulumet grand Ln-8, i638 p., 
plus un volume de Tables. Prix de l'Ouvrage complet 

100 fr. 
Tome I : Introduction et Avertissement général, fio~ 
eiee sur les sources bibliographiques du Dictionnaire. 
Tables. 

Tome H : Dictionnaire : Depuis Accidents de fabrica- 
tion jusqu'à Kermès, 

Tome ni : Dictionnaire : Depuis Laboratoires l\x%f\M*k 
la An. 

GAUTIER (Henri), et GHARPT (Georges), anciens 
i!,lèvc6 de l'École Polytechnique, Docteurs es Sciences. 
— Leçons de Ghimie, à l'usage des élèves de âiathé- 
matitfues spéciales. 4* édition, entièrement refondue, 
conforme au programme du 27 juillet 1904* Gr. in-8, 
avec 96 fig.; 1906. 

proche 10 fr. | Relié (cuir souple). i3 fr. 

GERARD (Eric), Directeur de Tlnstitut électrotechnique 
Montefiore. -— Leçons sur TElactricité, professées li 
riustitut électroloch nique Monteflore, annexé h TUniver- 
sité de Liège. 7* édition refondue et complétée, a vol. 
grand iii-8, se vendant séparément : 

ToMB 1 : Théorie de C électricité et du magnétisme. 
Èlectr orné trie. Théorie et construction des générateurs 
et des transformateurs électriques^ avec 4^0 figures; 

1904. la fr. 
ToMS II : Canalisation et distribution de V énergie élec- 

trique. Applications de l'électricité à la Télégraphie, â 
la Téléphonie, à la production et à la transmission de 
la puissance motrice^ à la Traction ^ à l'Éclairage, à la 
Métallurgie et à la Chimie industrielle, avec 433 figures; 

1905. la fr. 

GERARD (Eric). •— Mesures électriques. Leçons pro- 
fessées à l'Institut éiectrotech nique Montefiore, annexé 
à rUniversité de Liège, a* édition. Gr. in-8 do 53a p., 
avecai7 figures. Cartonné, toile anglaise; 1901. la fr. 



GHERSI (J.) — Formulaire industriel. Procédés utiles 
dans les arts, les métiers et l'industrie. Couleurs, ver- 
nis, mastics, colles, encres, caoutchouc, matières tex- 
tiles, papier, bois, feux d'artifice, verre, etc. Electricité. 
In -8 couronne (18 xia) de 5i4 pa«;eB avec 3 planches; 
190 r. 

Broché 3 fr. 5o c. | Cartonné à l'anglaise 5 fr. 

GIBBS ( J.-W.)t Professeur au Collège Yale, à Newhaven. 
— Diagrammes et surfaces thermodynamiques. Tra- 
duction de M. G. Rov, Chef de travaux do Physique à 
l'Université de Dijon, avec une Introduction de M. B. 
BiicN'OES, Professeur à TUniversité de Clermont. ln-8 
écn de 86 p. avec fig., cartonné (C S.)) 1903. a fr. 

GIRARD (Aimé). — Recherches sur la culture de la 
pomme de terre industrielle, a* édition. Nouveau ti- 
rage contenant les derniers résultats obtenus. Un volume 
grand in-8, avec figures et un atlas cartonné de 6 belles 
planches en héliogravure; 1900. 10 fr. 

On vend séparément : 
Texte 5 fr. | Atlas 5 fr. 

GOURSAT (E.), Professeur à la Faculté des Sciences. — 
Cours d'Analyse de la Faculté des Sciences de Paris. 
a volumes grand in-8. 

ToM 1 : Dérivées et dijférentielles. Intégrales définies. 
Développements en série. Applications géométriques. Vo- 
lume de vi-6ao p., avec 5a figures; 190a. ao fr. 

Jn-4-; iï. 



Tome II ! Théorie des fonction* analytiques. Équations 
différentielles. Équations aux dérivées partielles. Elé- 
ments de calcul des 'variations. Volume de vi-64o p., 
avec 95 figures. ^o fr. 

GRANGER (Albert), Professeur de Chimie et do Techno- 
logie céramique à l'Ecule d'application do la mnnufac- 
ture nationale de Sèvres. — La Céramique indus- 
trielle. Chimie-Technologie, ln-8 (23x i4) do <»2^> p., 
avec 179 figures; 1906. 

GRIMSHAW (Robert), M. E. — L*atalier moderne de 
couitructions mécaniques. Procédés mécaniques 
spéciaux et tour* de main (l** Série). Traduit de l'an- 
glai* par A. Laitcca. ln-8 (a3 x i^) de Sg^ pages 
avec aaa figures; t9o3 lo fr. 

GUICBARD (C), Correspondant de l'Institut, Professeur 
h l'Université de Clermont-Fenand. — Sur les sys- 
tèmes triplement indéterminés et sur les systèmes 
triple- orthogonaux {^Collection Scientia, Série phy- 
sico-mathématique). In-8 écu (aoxi3) de gS pag^s, 
avec f\ Hguros, cartonné. >- fr. 

GUILBERT ( C.-F.)» Ingénieur-électricien. — Les généra- 
teurs d'électricité à l'Exposition de 1900. Iu-8 jésus 
(28 X19) de vi-766 page?/ avec 6i5 figures et 10 ta- 
bleaux hors texte; 190a. (Ouvrage couroni.è par l'Aca- 
démie des Sciences, prix Hébert; 190a.) 3o fr. 

GUILLAUME (Ch.-Ed.)) Les applications des aciers 

au nickel, avec un Appcmlicj sur U Théorie des aciers 
au nickel, in-8, avec aS figures; 1904. 3 fr. Soc. 

— Recherches sur le nickel et ses alliages. In-8; 

1898. 1 fr. 75 c. 

Les deux volumes se vendent ensemble 5 fr. 

GUILLAUME (Jacques), Ine^^nieur des Arts et Manu- 
factures. — Notions d'électricité- Son ntilisaiion 
duns l'industrie, d'après les cours faits à la Fédéra- 
tion nationale des chauffeurs, conducteurs, mécani- 
ciens, automobilistes de tontes les induii'-ies. ln-8 
(a3 X i/|) de ix-35i p., avec i54 fig.; i9o5. 7 fr. Soc. 

HALLER (Albin), Membre de l'Institut. - Les indus- 
tries cmmiques et pharmaceutiques, a volumes gr. 
iu-8, avic 108 fi|T.; igoS, se vendant ensemble. 20 fr. 

HART (G.)- " I*es turbines à vapeur. Grand in-8 
(aS X 16) avec 53 llg. el 1 pi.; 190V ^ •*»'• 

HERMITE. — Correspondance d'Hérmite et Stieltjes, 

publiée par les soins de B. Baillaid, Directeur de l'Oli- 
servatoire de Toulouse, et H. Bourget, Maître de Con- 
férences à rihiiversilc, avec une Préface de E. Picard, 
Membre de l'Iu-titut. a vol. gr, in-8 ( aS x 16) se ven- 
dant séparément. 

Tome I (8 novembre i88a-aa juillet 1889). Volume 
de xx-477 pages avec a portraits; 1904. 16 fr. 

Tome II (18 octobre 1889-15 décembre 189/1). Volume 
de vi-/|57 pages avec 1 portrait; 1905. 16 fr. 

HERMITE. — Œuvres de Charles Hermite, piiblièes 
sous les auspices de l'Académie des Sciences, par Kmilk 
PiCABD, Membre deTInslitut. Volumes gr. in-8 (2.5 x 16) 
se vendant séparément. 

Tome I. Volume de xl-5oo pages avec un portrait 
d'Hermite; 190.5. 18 fr. 

Tomes II et III. {En préparation.) 

BOUEL (J.)' —Tables de Logarithmes à oinq décimales 
pour les nombres el les lignes trigonométriques. 9ui- 
fies des Logarithmes d'addition et de soustraction 
ou Logaritnmes de Ganss et de diTerses Tables 
usuelles. Nouvelle éd., revue et augm. Grand tn-8; 1903. 
{Autorisé par décision ministérielle,) 

Broché, a fr. | Cartonné, afr. 75 c. 
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HUMBERT (0.)» Membre de l'Inititut, ProlV*iseur fc 
l'Éuoitf Polytechnique. — Cours d'analyie professé à 

V Ecole Polytechnique; i volumcH (^l'unil iii-8. 

ToMii 1 ; Colcul d'^érentiel. Priticiites tin cnlcul hité' 
gral. JppUcaliona géomélriquei; avec m fijriirt^B, 
190a. 16 Ir. 

ToMK II : Complément de la théorie den intégrales 
définies. Fonction.^ rntériennes. Fonctions d'une 
variable imaginaire. Ponction» elliptiques et appli- 
cations d'équations dtjférentielles ; avec 91 ili'urcH. 
190^. 16 fr. 

INSTITUT DE FRANGE. — P'oir au Catalogue général : 

Mémoires do l'Acadéaiio dot Soionoos. — Tabloi gé- 
néralos dot Travaux oootonus dans loa Mémoiros de 
rAoadémio dot Soioncos. — Rocuoil do Mémoiros. 

— Rapports ot Documouts rotatifs A l'obsorvatioii du 
passaqo do Vénus sur lo Solsil, on 1874. — Mémoiros 
rolatifs é la aonvollo maladio de la vigne. — Mission 
du Gap Horn. 

INSTRUCTION SUR LES PARATONNERRES, adoptée 
par l'\CADfiiMiR DRS SciKNcr.H; iSoiivollc cditidn roniplrtée. 
În-i6 (i9Xi'2), avec 58 lii^uroR ot 1 pi.; i<jo\. 3 fr. 

JAMIN (J.), SecréUire perpétuel de rActdémie dei 
Sci«tnret, ^'rofesseurJe Pbjbique fc rP.eole PolytechnlquK, 
et BOUTT (E.^ Professeur à la Faculté des Sciences. 

— Cours do Physique de rÉcole Polytechnique. 
4* édition, au(;menlée et entièrement refondue par E. 
BouTT. 4 forts vol. in-R de plus de 4^00 pages, avec 
1687 figures et i4 planches sur acier, dont a en cou- 
leur; i><85-i^9i. [Autorisé par dérision ministérielle.) 
OovRAOR cimPLRT. (Demander le prospectus détaillé et 
la Table (Générale des matières.) 7a Ir. 

JANET (Paul), Professeur à la Faculté des Sciences de 
Paris, Dirorleiir de rKcolo suporienrc d'Électricité. — 

Leçons d'Électrotechnlquo générale professées fa 
l'Écule supérieure d'Éii'Ctncité. 1* édition, revue et 
au|;mHnlec. Trois volumes, (;rand iu-8 (35xi6) avec 
nombreuseit fl^juros. 

Tous I : Généralité», Courant» continus. Volume de 
XII- 169 pages, avec i(>6 fl(juro«; 1901. 11 fr. 

Tout II : Cowants alternatifs sinusoïdaux et non 
sinufoîdaux. 4ltrrnat^H». Transformateurs, \o\amf* de 
3o() page», avfc i56 figuros; 190.1. 11 fr. 

ToMK III : Moteurs à courants alternatifs. Couplagf 
des alternatet-rs. Tfammission par courants aUrrnutifs. 
Compoundnge des alternateurs. Transformateurs polj~ 
morphtquea. 

JANET (Paul). — Premiers principes d*Eloctricité 

industrielle. Pile». Aceumnlateurs, Dynamos. Trans- 

forihateurt. 5" édition revue et corrigée, ln-8, avec 

169 Hg.; 1903. 6 fr. 

JANET (Paul). Diieclor de la i*«icuoIh siiporior de eVc- 

triidad de Paris — Primeros prlncipios de Elec- 
tricidad industrial. Tr.idncida dol fniiic<>s por Balhino 
Vasolkz. ln-8 avec 169 fig. (ëdit. espagnole ) : !9o'j. 6 fr. 

JANET (Paul). — Primeiros principios de Electrici- 

dade iudustrial. 1 radur^ao brazileira por J Jorub da 
FoNSKCA. ln-8, 169 liy. (edil. poriugaiiie); 190^1. Ir. 

JORDAN (Camille), Membre de l'InHtitut, Professeur s 

r Ecole PoiviHchiiiqiie. — Cours d'Anolyso do l'Ecole 

Pdytechnique. 3* édition, entièrement refondue. 3 vo- 
lumes in-^, avec figures, se vendant séparément. 

Tout I. — CALcoLDirrtRBïiTiBL; 1893. 17 fr. 

ToMR II. — Calcol intégral [intégrales définies et 
indéfinies); 189.^. 17 (>. 

ToMB III. — Calcul intégral (Equations différent 
tielles)\ 1896. ,5 Ir. 

JOUFFRET (G.), ancien Élève do l'École Polytechnique, 
Mornl>re de la Soci**tc matliémn(ii)ue de Frnri'e. 

Traité élémentaire do Oéométrie à quatre dimen- 
sions. Introduction à la géométrie à r dimensions. 



Grand in-8, de xxxix<3f3 pages avec 65 figures; 1903. 

7 fr. 5u c. 

LALANDB. — Tables do Loaaritbmos pour les Nombres 
ot les Sinus k CINQ DECIMALES s revues par le baron 
Reynau4» Mouvelleeditiou, augmentée d9 Formules ^ouf 
la Résolution «Us Triangiet, par Bailleul, typographe. 
In-i8{ 1903. (Autorisé par décision du Ministre des' Ih» 
struetion publique.) 

Broche. ) fr. | Cartonné. 3 fr. 4o Ci 

LiLANDE. — Tables de Logarithmes, étenduea à SEPT 
DÉCIMALES, par Marie^ précédées d'une Instrurtioo 
par le baron Hejmaud. Nouvelle édition, augmentée de 
Formules pour la Résolution des Triangles t par Bail^ 
leul, typographe. In-i 3 ; 1903. 

Broché. 3 fr. ho e. | Cartonné. 3 fr. 90 e. 

LAURENT (H.), Eiaminateur d'admission à l'École Poly- 
technique. — Traité d'Analyse. 7 volumes in-8, avec 
figures. 73 fr. 

ToHB I : Calcul différentiel. JppUeution» anafytiqueit 

et géométriques; i8h5. 10 Ir. 

ToHR II : Applications géométriques; 1887. 13 fr. 

ToHB III : Calcul intégral. Intégrales définies et in» 

définie»; 888. 13 fr. 

ToHR IV : Théorie des fonction» algébriques et de 

leur» intégrales; 1889. i3 (r. 

ToHR V : Equations différentielle» ordinaire»; 1 890. 1 (r . 
ToHi VI 1 Equations auss dérivéei partielUs; 1890. 

8 fr. 5o c. 
ToHi VM et dernier : Applications géométriques de la 

théorie des équations différentielles ; 1891. 8 fr. .So e. 

LAURENT (H.). - Traité d'Algèbre, à l'usage dea Can- 
dldats aui Ecoles du Gouvernement. Revu et mis en har- 
monie sviic les derniers Programmes, par J.-H. Marchand, 
ancien Elève de l'Ecole Polytechnique. 4 ^oi* ln-8, se 
vendant séparément. 

I'* Partie : ALGÉsaB élémrntaihb, à l'usage des Classes 

de Mathématiques élémentaires. 5* éd.; 1897. 4 ''• 
II* Partie i Analysb aloébriour, à l'usage des Classes 

de Mathématiques spéciales. 5* édition; i8g{. 4 ^f* 
m* Partie : Tréobib dbs éqoations, à l 'usage des Classe» 

de Mathématiques spéciale». S* édition; 189}. ^ (r. 
IV* Partie : Comflémb.'vts. — Tbéorib dbs poLVMoiiRa a 

pLUsiRcas VARiABLRs; iSgf. 1 fr. 60 c. 

LEBESGUE (Henri), Maître de Conférences à la Faculté 
des Sciences de Rennes. — LOÇOUS sur l'intégration 

et la recherche des fonctions primitives professées 
au Collège de France. Grand in-8 avec figures; 1904. 

3 fr. 5o c. 

LE BLANC (Max), Directeur de l'Institut élccirochi- 
niique de l'iicole supérieure technique de CarlMruhe. — 
Traité d'Éiectrochimie, traduit avec l'autorisation de 
l'auteur, uur la 3* édition allemande, par C. Marie, 
Prépuraleur d'Iilectrociiimie à la Faculté des Sciences 
(Institut de Chimie appliquée), ln-8 (a3 Xi^i) de iv- 
33a pages avec ligui'es (/?. /'. ); 1904. 7 fr. 

LEBON ( E. ), Membre correspondant de l'Acadcmle royale 
det» Srioncc>s de Mtibonno, Professeur ai;regé de Mathéma- 
tique» au Lycée C^arlemagne. — Histoire abrégée dO 
FAstronomie. Petit in-8 en caractères elsevirs, titre 
en deui couleurs, avec 16 portraits et i carte du Ciel; 
1899. [Outrage couronné par l'Académie française.) 

8 fr. 

LECfTALAS (Georges), Ingénieur en chef des Ponts et 

ChauAsees. — Introduction ft la Géométrie générale. 

In-ifj (19 X 12 )deix-j8 p.avecSlig.; 1903. 1 tr. 7Ô c. 

LEDEBUR (A.), Professe'ir h l'A'^adémie des Miiiffs do 
Friihe'R (Sa%e). — Traité de Technologie méca- 
nique métallurgique. Traduit sur la a* édition alle- 
mande par G. llUMnBHT, Ingénieur en chef dos Ponts 
et Chaussées. Avec un Appbndilb Sur la sécurité des ou- 
vriers dans le travail^ par M. Joly. Grand ia-8 de iv- 
74o pages, avec 739 flg. ; 1903. a5 fr. 
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d'iViiiii)..' Il I i;,-.iii> l'i>ljit'p!n.iqiie. — Prâo't eltmau' 
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nuiiiiiial in[riiniinir.|iiR. - - Le Froment et 
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LOPPË 1 T.). Ii>i;ri.i<<ui' dr<s Al L^ <:i M..iiutm-t.u«ii, - Eltait 
Induiiriels des mactuties électriques et das groupes 

ilaeiiogenea ( u-njcirnci .h I i-iuic m/:- i.fuir d tie^- 

e des euronleiaeDU 



UIHEHZ (Richard), Prof.-»e<>r )i J'ecol" Polytodiniqn,' 
feâen •■ ^1' 7.uri<:n, Direc liur <I«h labui-iiiniies dl'.l.i- 

e firiïaiqui!. — Traita pratique 



LUCAS I Edouard). - Rtoriations math Imati quai. 4 tt 



LUCAS (Edouard).— Tb«oria des nombres U hoIchI 

La dwiubUil-i ,i,ill.,„.-ii.,„c. r.niiiJ ili-9, oïm tiKuro- ; 



HANHHEIH (le Colonel A.). v<at^t^,,rli rEcal» l>.>. 
t*i.*liiii.|..... — trincipas et Développamentl de la 
Giométna cinématique, Owr.ifie vunitanui d* m-m- 

ttruiei i/./.lic.r.^,., ,i /« Thtane dfi luijarn. lu-/,, 
■•m 1B6 iiMui-e., iSai- ïS Ir 

HANHHEIH (A.). — Court de GAomibia descrïpUvf 
Jla l'Ecole Paljteobniqna; cumurana-it le. Ebtahvi, 



HàRCfilS (L.), l-r<>rr»u>ir Bdjoinlde l>h;dqi>o à In F«- 
riiiii' lins Si'ii-iic*-* il« Itofdraiii. — Leçons sur Us mo- 
teurs â gai et à pétrole, fnitn '» \a VavvXw <!•'■ Si'l<'iii:i!i 
dn ItDMifuiii. lii-iH jviiia dv L-i'S pHu^i *"'>^ '9 "H'^ 
.g-M, )lr. lie. 

HARCHIE II..). — Tbermo dynamique, n/oiioiii Jonda- 

iNfB/u/r.. llruuJ iii-M, n.of licilri^s; ir^l. 5 Ir. 

MARTIl» (Emile) ..■tPÉRHOT(Fêli<),«ni-iPi.. El.-.«d» 
(«•ne.ii'ïo. — GaomeiFie Dotée, i I'usiibl' di>* ciiiHliduis 



i lie 



H,:!. 



UASCART (E.). lliMulii-e de riioTiiut, ProPcMour ». 
l.-II.' du tiMiK", |).ra"li!<ir d.i K.<rKJ,n renin.l mi\ 

l>.);i.|ui'. — Traité de Hayntlisme teriesire, 1 

iii-H, nvB. yl lluurr»; lyoo. 1 

HASCART {E.}, Membre de rin'lttul, Pror^Ki 
t^olloi!.' du Kraiire, Diri'Cli'ur du l-ur'iu Cenir»! n 
rolOïiquB, — Traité d'OpliqDa. 3 ïolumm gnin. 



iK8(,. 
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T.i»k III ! PolaruuHoa par J-/'acllu«. Propagation 

de la iHmihf. Pknlomtlrit. Befr«ctioni allranomiquf. 

A*.'e 83 rlttiirMi li^. 10 fr. 

MATHUS (E.), Profei-Bur dn Pbjiiqi.p b la Kb^uU.. d.-j 

Scirnrun du liiulnui». — Le point critique des 

purs. I11-8 di> un ïâj (1., mw \', liu.; lyn'i. 
HATBIED {Emilaj. I'r<<l»...ur n la f.ruue H» S. 
il.) ^ullt>. — Traité de Phyatque matbématiqui 

{toir le dnliiil .1«> .oIiiiubi. au falalo/cue ^««t; 
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MARX!».), hi-i.,Tl<.ur c- .n'ai d.. P..» 

l'D ri-ii'ulie. — L'EtDerPrmupeunivei 



MAXWELL (James Clerk), l'ml'u.iui.. 

riiu.i»iulr a l'Lii.ivur^ilB île Camlir 

l'Electricité et du Hagnétituie. 1 
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liOijan' nouvoUes d'Aoalyté IcâDiiésimnle et lei 

applications géométriquos. 4 »tluiuuB e''""'' '"~^' 

I" PAari» : Priar-i^t grueraux; 1H94. |3 fr. 

[[• P*iiti« ; Rtudt moHaiirafhiyiit dti ptiRcipaIn fanc- 

fOHi d'u..t leale var.aMei iSgS. i4 Tr. 

111* PaItI» : Qucttioiii aital/ti</uei clanîçuei{ 1897. 

IV* P*HTii ; ^pfUcatioAi giainttn<iuet elaui'fani 

- .V- !''■ 

MOISSOMilER (P.), Pharmacian rrlnrlj^l d« l'Armée, 

MK'inii'fi' -lu >u (iiiiTi'i'. — L'aluminium. Ses pro- 
priétés. Sea applications. Iliila-i-ine. Mi»-ri'i. fa- 
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POTROV. — Les groupes d'ordre /?• (Thèse), ln-4 
(a8 X 22,5) de 177 pages; 1904. 8 Ir. 

RAFFT, Maître de Conférences à la Faculté des Sciences 
et k l'École Normale supérieure. — Leçom 8ur les 
applications géométriques de TAnalyse. Eléments 

de la théorie des courbes et des turfaces. Grand in-8, 
avec figures; 1897. 7 ^^* ^° ^* 

RÉPERTOIRE BIBLIOGRAPHIQUE DES SCIENCES 
MATHÉMATIQUES, publié par la Comminion perma^ 
nenU du Répertoire, Punit successivement par séries de 
100 fiches format in-3a ( 14""* XQ*")! renfermées dans un 
étui en papier fort. Prix de chaque série. 3 fr. 

Les quatone premières séries (fiches i à i4oo, 1894- 
1904 )• sont mises en vente. 

RESAL ( H.).-~ Exposition de la Théorie des surfaces. 
ln-8y avec figures; 1891. 4 f>^< ^^ <^* 

RET-PAILHADE ( J.-A. de ), Ingénieur civil des Mines, et 
JOUFFRAT (A.-Gh.), Astronome. — Ephémérides 
décimales pour le méridien de Paris à l'usage des 
Astronomes et des Navigateurs pour 1905, avec une 
Préface de M. E. Goedseels. Un volume grand in-8 
(27,5 X 19) de xx-95 pages; rgo^. 6 fr. 5o c. 

RODET ( J.), Ingénieur des Arts et Manufactures. — Dis- 
tribution de l'énergie par courants polyphasés, 
a* édition entièrement refondue, ln-8, avec 27!) fig. ; 
1908. i5 fr, 

RODET (J.). — Résistance, inductance et capacité* 
In-8 ( a3 X x4 ) de x-a57 p., avec 7G fig. ; 1905. 7 fr. 

ROUGHÉ (Eugène), et GOMBEROUSSE (Charles de). 

— Traité de Géométrie, 7* éd., rerue et augmentée, 

par EoGtMi RoDCHé. Fort in-8 de lx-i2x3 pages, avec 

' 703 fig., et 1 175 questions proposées et problèmes; 1900. 

17 fr. 
Prix de chaque Partie .* 

K* Part». — Géométrie plane 7 fr. 5o c. 

Il* Paetii. — Géométrie de l'espace; Oour' 
bet et Surfaces utuellet, 9 fr. 5o c. 

ROUGHÉ (Eugène) et GOMBEROUSSE (Charles de).- 
Elémenti de Géométrie, suivis d'un compl«hkiit a l^c- 

. SACB DES ALÈVES DI HATHAmATIQUES <LÉM ENTA IRES ET DE 

MATHÉMATIQUES SPÉUALES, et de Notiotu sur le Lever des 
plans ^ l'Arpentage et le Nivellement, 7* édit. con- 
forme au programme du 3i mai 1902, revue et com- 
plétée par Eugkne Rouchê, Membre de Tlnstitut, Profes- 
seur au Conservatoire des Arts et Métiers, Eiaminateur 
de sortie à l'Ecole Polytechnique. In-8 de el-65i pages, 
avec 485 figures et 543 questions proposées et exercices ; 
1904. 6 fr. 

SAINT-GERMAIN (de). Doyen de la Faculté des Sciences 
de Gaen. — Recneil d*Ezeroioe8 inr la Mécanique 
rationnelle, k l'usage des candidats à la Licence et à 
l'Agrégation des Sciences mathématiques, a* édition, 
entièrement refondue. In-S, avec fig.; 1889. 9fr. 5o c. 

SALMON (G.),- Professeur au Collège de la Trinité, à 
Dublin. — Traité de Géométrie analytique à deux 
dimensions (Sections coniqnies). Traduit de l'anglais 

f>ar H. Resal et f^aucheret. 0* édition française (con- 
orme k la deuxième) publiée d'après la 6* édition 
anglaise, par Faucheret, ancien Elève de l'Ecole Poly- 
technique, Lieutenant-Colonel d'Artillerie, Professeur à 
l'Ecole supérieure de Guerre, ln-8, avec 134 figures; 
1897. " **'• 

SALMON (G.;. — Traité de Géométrie analyUqne 
(Courbes planes), destiné k faire suite au Traité des 
Sections coniques. Traduit de l'anglais, sur la 3* édi- 
tion, par O. Chemin, Ingénieur des Ponts et Chaussées, 
Professeur k l'Ecole nationale des P. et Gh., et augmenté 
d'une Étude sur les points singuliers des courbes algébri- 
ques planes, par 6. Halphen Jnouveaii tirage, ln-8, avec 
figures; 1908. 13 fr. 

In-4»; R, 



SALMON (G.). — Traité d» Géométrie analiUqu» à 
trois dimansions. Traduit de l'anglaii, sur la qua- 
trième édition, par O. Ohemim» 

I" Paetii : Lignes et surfaces dut*' ci du a* ordre, 
a* édition, ln-8, avee figures; 1898. 7 fr. 

II* Partis : Théorie des surfaceê. Courbes gauches et 
surfaces dépcloppablet. Famille de surfaces, 2* édition. 
In>8, avec figures; 1903. 6 fr* 

III" Paetii : Surfaceê dérivéee des quadriques. Sur- 
faces du troitième et du quatrième degré. Théorie gé^ 
nérale des surfaces, In-8, avec figures ; 189a. 4 ^r. 5o c. 

SAUSSURE (René de). — Théorie géométrique du 
mouvement des corps (solides et fluides). Grand 

in-8 avec 3i figures; 1903. 6 fr. 

SGHRON (L.). — Tables de Logarithmes à sept déoi- 
malss pour les nombres depuis 1 jusqu'k 108000, et 
pour les fonctions trigonométriques de toen loseeondes; 
et Table d'Interpolation pour le calcul dos narties 
proportionnelles; précédées d'une Introduction par 

/. ifoue/. Grand in-8 jésus. Paris; 1903. 

Broché 10 fr. | Cartonné . . • 1 1 fr, 75. 

On -vend séparément : Brosbé. CsrtMaé. 

Tables de Logarithme 8 fr. o fr. 75 c. 

Table d'interpolation 9 3 aS 

S£GUIER (A. de), Docteur es sciences mathématiques. 
— Théorie des groupes finis. Eléments de la théorie 
des groupes abstraits. Grand in-8 (s5xi6) de 11- 
176 pagea; 1904. ^ 'c* 

SERRET (J.-A.), Membre de l'InsUtut. — Traité d'A- 
rithmétique, k rasage des eandidatsan Baccalanréat éi 
Sciences et aux Écoles spéciales. 7* édition, rerue et 
mise en harmonie avee tea derniers Programmes offi- 
eielspar J.-A. Sorret et par Ch. do Gomberousse, Pro- 
fesseur de Cinématique k l'École Centrale et de Mathé- 
matiques spédales au Collège Ghaptal. ln-8; 1887. 
{Autorisé pdr décision minittérielle,) 
Broché. . 4 f'* ^<> o« I Cartonné. 5 fr. iS e. 

SERRET (J.-A.). — Traité do Trigonométrie. 8* édition, 
rcTue et augmentée. In-8, aTec figures ; 1900. (Autorité 
par décision ministérielle,) 4 f'* 

SERRET (J.-A.). — Cours d'Algèbre supérieure. 5* édi- 
tion. 3 forts volumea in-8, avec figures; x885. iS fr. 

SERRET (J.-A. ). — Cours de Calcul dillérontiel ot inté- 
gral. 5* édit. augmentée d'une Note tur les fonctions 
elliptiques ; par Ci. Hiimiti. 1 forta toI. in-8, avec 
figures; 1900. a5 fr. 



SERVICE GÉOGRAPHIQUE DE L'ARMÉE. - NouveUes 
Tables de logarithmes à cinq décimales pour les 

lignes trigonométriques dans les aeuje systèmes de la di- 
vision centésimale et de la division sexagésimale du 
quadrant et pour les nombres de i d laooo. (Eornoii 

SFÉCIALI A l'usage DIS CANDIDATS AlIxEcOLSSPOLTTICHHIQDI 

IT DE Saint-Cti.) Grand in-8 cartonné. 3 fr. 

SMITH (Edgar-F.), Professeur de Chimie k l'Université 
de Pennsylvanie. — Analyse électrochimiquo. Tra- 
duction publiée avec l'autorisation de l'auteur par 
Joseph Rosset, Ingénieur civil des Mines. In-i8 jésus de 
xvi-ao3 pages, avec 27 figures; 1900. 3fr. 

SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHYSIQUE. - RecneU do 
données numériques de la Physique. 

Optique; par M. H. Ddikt. 

l" FAsacuLi : Longueurs d*onde» Indices des gas et 
des liquides. Grand in-8; 1898. x5 fr. 

11* Fascicoli : Propriétés optiques des solides. Grand 
in-8; 1899. i5 fr. 

III* Fascicoli : Pouvoirs rotatoires. Couleurs d'inter* 
férence. Supplément, Grand in-8; 1900. i5 fr. 

X.. 



- 10 - 



80REL ( E ). — La grande industrie cbimiqne minérale. 

I. — Soujrc, Azote y rhosphçtet, Alun. In-8(a3x i4) 
de 809 pages areo 1 13 figure», cartonné à l'anglaise 
(iB. y.); 190a. ,5 fr. 

II. - - Potasse, Soude, Chlore, ln-8 (a3 Xi4) de 679 
pa(;eiavec 127 figures, cartonné à TanglaUe (/?. T.); 
«9"1' i5 fr. 

BOUCHON (Abel). -^ La construction des cadrans 

solaires. Seê principe», ta pratique, précédée d'une 
Histoire de la Gnomonique» In- 16 ( 19 x la ) de Sa pages 
arec figures et a planches; 1906. 9 fr. 75 e. 

8P£E (le chanoine Eug.), Docteur en Sciences, Astro- 
nome à rObserTatoire royal de Belgique. — Région b'J 
du spectre solaire. Un rolumo de texte in-4, arec 
atlas m-foliode 17 planches (82 x 5o); 1897. 4o fr. 

STIELTJES. - Correspondance d'Hermite et de 

SUeltjeS (voir Htrmite, p. 5). 

STOFFAES (l'abbé), Professeur adjoint à la Faculté ca- 
tholique des Sciences de Lille, Directeur de l'Institut 
catholic^ue d'Arts et Métiers do Lille. — Cours de Ma- 
thématiques supérieures à Vuiage des candidate de 
ta licence h ëcienees phveiques, a* édition. In -8 
(a3 X i/J ) avec ligures; 1903. 10 fr. 

8TURM, Membre de l'Institut. — Cours d'Analyse de 
rScole Polyteohniqne. revu et corrigé par Prouhet, 
Répétiteur à TKoole Polytechnique, et augmenté de la 
Théorie élémentaire des Fonctions elUpUquM, par H, 
Laurent» la* édition, mise au courant des nouveaux pro- 
grammes de la Licence, p>r^. de Saint'Germain, Profes- 
seur à la Fae. des Se. deCaen. 9 vol. in-8, avec fig.; 1901. 
Broché iS fr. | Cartonné. 16 fr. 5o e. 

STURM, Membre de l'Institut. — Cours de Mécanique 
à l'Ecole Polytechnique, pulilié, d'après le vœu de 

. l'auteur, -pûT M, Prouhet. 5' édition, rovue et annotée 
pnr ji, de Saint ^Germain, Professeur k la Faculté des 
Stirncos d<î Caon. (Nouveau tiragf.) a vol. in-8(33 x i4), 
avec 189 figures; 1906. 14 fr, 

TABLES DE MORTALITÉ (1900) des Rentiers et Assu- 
rés en cas de vie établies par le Comité des trois 

Compagnies. {Comité des Compagnies d* assurance t à 
prunes fixes sur la vie : Asslbances cénÉaALES. Union 
Nationale.) Grand in-8 (37,6x19) de xxx-364 pages 
avec 8 graphiques en couleurs; 1903. 5o fr. 

TANNERT (Jules), Sous-Directeur dos Études scienti- 
fiques k rScoie Normale supérieure, et MOLK(Jnles), 
Professeur fc la Faculté des Sciences de Nancy. — Elé- 
ments de la théorie des Fonctions elliptiques. 4 vo. 
lûmes grand In-8 se vendant séparément. (Ocysaci 

COMPLET.) 

Tom I, — Introduction, — Calcul différentiel (1" Par- 
tie); 1893. 7 fr.Soc. 
Tous II. — Calcul différentiel (II* P^nlB)', 1896. 9 fr. 
ToMB III. — Calcul intégral {V* Partie); 1898. 

ToMB IV. - Calcul intégral (ll« Partie) et Applica- 
tions; 190a. g fr. 

TETSSIER f R.), Licenciées sriencfs, Ingénieur chimiste. 
-- Manuel-Guide de la Fabrication du sucre, à l'usage 
dcH fubricûut» de »ucpe, directeurs et ctiimistes de su- 
orerl<», etc., et plus spécialement den contremaîtres et 
surveillant» de cette industrie. In-8 ( a3-i4 ) de 4a5 pages 
avec 129 fifjures (/y. r.); iyo4 9 fr. 

TISSERAND ( F.), Membre de l'Institut et du Bureau des 
Longitudes, Professeur à la Faculté des Sciences, Direc- 
teur de l'Observatoire de Paris. — Traité de Mécanique 
céleste. 4 beaux volumes in-4, se vendant séparément. 
Tome I i Perturbations des planâtes d'après la mé- 
thode de la variation des constantes arbitraires, avec 
figure»; 1889. ^5 f,. 

Tom II : Théorie de la figure des corps célestes et de 
tefir mouvement de rotation, vree figures; 1891. a8 fr. | 



ToMB III : Eœpoté de ^ensemble des théories reUuspes 
au mouvement de la tune, avec fig.; 1894. 39 fr. 

ToMK IV et dernier : Théories des satellites de Ju- 
piter et de Saturne. Perturbations des petites planhtes, 
avee figures; 1896. 38 fr. 

VERNEUIL ( A.). — Mémoire sur la reproduction arti- 
ficielle du rubis par fusion, ln-8 ( a3-i4 ) de 3i pages 
avec figures; 1904. 1 fr. 

VIDAL (Iféon), Capitaine de vaisseau en retraite. — 
Manuel pratique de Cinématique navale et mari- 
time, à l'usage de la Marine de guerre et de la Marine 
du Commerce ( Ouvrage entrepris par ordre de M. le 
Ministre de la Marine). Grand in-8 (aS X16) de viii- 
171 pages avec i53 figures; 190a. 7 fr. 5o c. 

?ILLIÉ (B.), ancien Inaénieur des Mines, Docteur es 
Sciences, Professeur à la Faculté libre dea Seienoei de 
Lille. — Compositions d'Analyse, Cinématique, Méca- 
nique et Asuronomie données depuis 1869 k la Sor- 
bonnepourla Lieence es Sciences mathématiques, suiviet 

d'EURCICBI SOB LBi VARIA BLU IHAOMAIRU. EttOnCéS Ot 

Solutions. 3 vol. in-8, avee fig., se vendant séparément. 

I'* Pabtib : Compositipns données depuis 1869. ln-8; 
|8S5. 9 fr. 

11* Partib : Compositions données depuis i885. In-8; 
1890. 8 fr. 5o 

III* Pabtib : Compositions données depuis x88o. In-8; 
iSgS. 8 fr. 

VIOLBIHE (A.-P.). — Henvellei Tables pour les oal- 
onls dlntérêts composés, d'Annuités et d'Amortisse- 
ment. 8* édition, entièrement refondue par A. Aman- 
deau. In-4; 1903. iSfr. 

VIVANTI (0.). — Leçons élémentaires sur la théorie 
des groupes de transformations, professées à l'Uni- 
versité de Messine, traduites par A. Boclangeb, Maître 
de Conférences à l'Université de Lille. Grand in-8 
(a5 X 16) de vii-agâ pages, avec figures; 1904. 8 fr. 

WITZ (Aimé), Docteur es Sciences, Inoénieur dea ArU 
et Manufactures, Professeur aux Facultés catholiques 
de Lille. -> Cours élémentaire de manipulations de 

Physique, à V usage des Candidats aux JCcoles et au 
Certificat d'études physiques, chimiques et naturelles, 
(P.C.N.). a* éd., augm. ln-8, avec 77 fig.; 1895. 5 fr. 

" Cours supérieur de manipulations de Physique, 

préparatoire anm certificaU d'études supérieures et à la 
Licence (Ecolb fbatiqob db Pbtsioub). a* édition, revue 
et augmentée, ln-8, avec i38 figures; 1897. '^ '*'• 

WOLF (C), Membre de l'Institut, Astronome honoraire 

de l'Observatoire. — Histoire de'1'Obsenratoire de 
Paris, de sa fondation à 1793. Grand in-8 de 
XII -39a pages avec 16 planches; 190a. i5 fr. 



II. - COLLECTION 

DBB 

OEUVRES DES GRANDS GÉOMÈTRES. 

BELTRAMI. ~ Opère matematiche dl Eugénie Bel- 
trami, pubblicate per cura délia Facolta di Scienze 
délia H. Universita. 

ToMB I : In-4 de 337 pages avec un portrait de Bel- 

trami; 190a. aS fr. 

TOHB II : ln-4 de 468 pages; 1904. aS fr. 

BRIOSCHI (Francesco). — Opère matematiche di 

FrancesOO Brioschi, publicate per cura del comlUto 
per le onoransea Francesco Brioschi (G. Ascoli, E. Bel- 
trami, G. Colombo, L. Cremona, G. Negri, G. Schiapa- 
relli). 

ToMB I. In-4 de xi-4>6 paget, avee un portrait de 
Brioschi; 1901. a5 fr. 



Tioi ruiLiQDi, iTec le coocoura de C.-À. l'atioa, J. 

ColUletE. flore/, tlocleurais Sciences. 37 voluaiei in-^, 

I" Séria. " MïHOiiEi, NOTU it Aiitici.ii ixiiiits 

BRI SlCDULI Dl L'ACAOtMII DIl SctI!ICE>. 1] Tolume* In-j . 

* ToBt I, 1881 : Théarie dr ta propagation dti ondti 

à laiurfaet ifim fluide peiant , iuat profondeur in- 

dt/tiue. - Alemoire lar lei iatttgralei di/iaiai. - 

Tomcil! el m : MûmoirM t^ilraita dei ilèmoirei de 

l'Académie des Sciencei. — 'TOHU IV i 3UI (iBB^- 

19OD); Eulraiti dei Complet rendat de l'Acàdémit 

dei Seicneti. Chaque volume. 3b tr. 

'La Table générale de la I" Série te leiid lopare- 

mcnl. jfr. Soc. 

ll'Séris. — Manoibe) eitiiitiik DiTuaREcuiiLs.Oe- 

Taieta CLUiiQuas, Hlaoïiit puauts as coari n'OniaiGi. 

MtHoiiia fuiLita alrialaEErr. iS volumai iii'4' 

Tdhe I. — Mérooirei exlraili du Journal de l'Ecoie 
Pafyterkmaue. — To« 11. Mùmoirei eilraits do AUvri. 
recucilt - Journal de Liotirille, Ballelin de Firuuac, 
Bulhtia de la Société /ihilomalAifue, AaaaUs de Ger- 
gonae, CarreipoaJanct de i'Ecote Palyleelinique. — 
'TOBi 111, 1897 : Couri d'Analri* de l'Ecole rajale 
Poljteehatque: '-ToMi IV, 1898 : Réiumi dei Leçaiti 
domnétê à l'Ecoie Polytechnique lur le Calcul infinité- 
limai. Leçoai tur le Calcul diffèrenliel ; * Toas V : 
Leçoni lar lei appticatioiii Ja Calcul infinitéiimal à 
la Géométrie; 'le»* VI k IX (18S7 h 1891] : An- 
eieti ExercieéÊ de Malhémali^uei ; •luat X, i8.j5 : 
RèiUMéi anali/liquci de Turin. Noureaux Sxercieei 
de Prague. Ctaqua tolutne. li tr. 

Tomes XI ■ XIV. Aanvraiix exercicei d'Analyie el 
de Physique. 

Tuiiï XV. ilémoirei séparti. 



» paru 






FESHAT. — CEnvrei de Fermât, publièai |iar lus >aiB* 

de HH. Paul Taanery el Charlei Henry, aoua li!» am- 

pieei du MmiiTtna dk L'haTiocrioR psaLiqui. Id-4. 

ToHi I : OBuvrei machëmaiiqnei direriet. — Obierra- 
lioni lur Diophaate. A»ee 3 pUiiches en bollogr»- 
Tore : 1891. 31 Ir. 

Tdbe 11 : Correipondance de Fermât; iSg^. ti (r. 

lOM m : Traducliom par M. P.ul T.SNIiT dtl éeriti 
lalini de Fermai, de Miirenlum noium de Jae- 
quei de llillj, da Com merci uni epislalicum de 
Wallii; 1896. aS Tr. 

FOURIER. — Œuvre* d» Fornier. publîéai par lei «oint 

de Gation Darboux, Membre <is l'inilîtut, tous laa au>> 
pice* du MiNurtia de L'hiTRucTion pnaLiQui. 
ToNE I : Théarie analfiiqae de la chaleur, ln-4, 



35 fr. 

GALOIS. — Œdvtbs matbdmatiques d'Erariate Galoii, 

publiées aoua lei au9|iiceii de la Société mathùmatlt|u« 
de France, atee une Introduction par ExiLi Picabb, 
Membre do l'Inalilut. Grand in-S, aiec un portrail de 
Caloiaen héliogravure 1 1S97. 3 fr. 



BERHITE — Œuvrai de Cbarles Hennite.i 



illi," 



Ton» I : Voluiup d.- 
d'HermlIc; igaS. 
ToHE II : 



(Fo,r 



ft. détail 



<loguc gca 



LA6RANGE, — Œnvrei oomplitei da Lagranga, pu- 

bKéeiparleasoiDade/.-^.^rrreicl G. Z)<iriuu.ï, Membre! 
del'tnatltul. aoua les luapicea du HjtiisTaa di L'iNETacc- 
Tioa PDiLioDE. ln-4, Eveo un beau portrait de Lagrange, 
eraTri aur cuiire par Acb. Harllnel. (Ogtrick complet.) 

La I" Sirie comprend tona lea Mimuirci imprimi*a 
dana lea Recueils dei Académie! de Turin, de Berlin ri 
de Parii, ainai que lea Piècei dïrcrici publiées léparu- 
meot. Cetle Série forme ^ lotumet (TaaEt I li Vil; 
1867-1877). qui >e Tendent (épai«meiil. Ju fr. 

La U* Série K compo.e de 7 Toi., qui renf«iinonl l« 
OuirageB didactiques, laCorreaponduneeet leaMémoitu 
lnidila;*aToir : 
TOHE VIII : Eéiolation des éq»atioiu numiriqnei; iS^ij. 

Ya»*.iX: Théorie dcifoneliottianalrliqueint9\. 18 fr. 
Tu»» X : Leçoni sur le calcul dei/on 
Ton» XI : Hécanique analytique, ai 

Taa^a ol G. Disaon (i" Paana) ; loon. ju n 

ToHB XII ; Micanifae analytique, aTM Notea de J. bai 

Tiana et G. Daaaoci (1' Partie]; 1889. lo fi 

Toai XIII : Correspondance inédite de Ixt^aiige • 

d'Alcmberl, publiée d'apré» lea manuscriti autographi 

eiaanolée par LtboTic LiLaNNi; 1881. ' '- 

Taaa Xlï et dernior ; Correipondauce de L. 

avec Condorcet, Laplace. Euler el divers Savant,, 

raolmilëa; iSyi. lï Ir. 

liAGDEBRE. — Œuvras de Laguerre publiées, ioub le» 
■uipicea de l'Académie dei Scieaeea, par Ca. Heiiiti, 
U. PoiNciHf et E. RoDcat, membrea de l'Insthnl. 1 vo- 
lumeacrand in-8, ao Tendant aéparémcnl. 

Tome I : Algèbre. Calcul intégral; iSgS. lî Ir. 

TotU II : Géométrie; ij.ij. i'. fe. 

LAPLACE. -> Œuvre* eamplétai da Laplace, publiées 

erétairet ferpiiueli, aTeC le coneours dei/. Poincari, 
Membre de l'Inalilut, cl de A. Lebeu}, Directeur de 
rObserTBtoire de Betanton. NouTella édition, aiec un 
beaa porlrait da Laplace, |r«Te sur ouÎTre par Tony 
Goatiere. in-4. 



:» de J. Baa- 



Ir. 



Ta HT» DR Ml*«NIOCl I 



lE. Tomei 1 * V(i838.iB8j). 



Exposition dd itstIhe dd Ho:ide. Tome VI (1884 }. 

T1n»s tur pspls' Us Holknili, an cbIHrs d> l.tpla». il 

TetoBia DES paoaiaiUTiB. Tome Vil (i88€). 



MeHOiau ditebi. Tomes VIII h XIV. 
Tours Vlll à XII. — Mémoires extraili des Becueilt de 
l'Académie des Sciences; i8<|i-lS[)ï. 



Le ToHi XIV el dernier (Môttoirea attraits de ditera 
Recueils ) eil toiu prtiic. 
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RIEMlHlf. — Œa?m mathématiqnes d0 Riemann, 
tnduile» par L. Ladgil. Avec une Préface de Cb. Hir- 
■m et un Discours de FtLix Klbin. Grand In-8, avec 
figures; 1898. i4 fr* 

ROBIN (G.), Chargé de Cours à la Faculté des Sciences 
de Paris. — Œnvres icientilicniaB de Gustave Robin, 
publiées sous les auspices du Ministère de l'Instruction 
publique. Mémoires réunis et publiés par Louis RArrr, 
charsé de Cours à la Faculté des Sciences de Paris, 
a volumes grand in-8 se vendant séparément. 

Mathéhatiqcis : Nouvelle théorie dei foncttonty exclusi' 
vemeni fondée iur Vidée de nombre. Un volume 
grand in-8; 1908. 7 fr. 

Physiodc t Un volume grand in-8 en deux fascicules : 
Phjaique mathématique, (Distribution de l'Electri- 
cité, Hydrodynamique, Fragments divers). Un fas- 
cicule grand in-8; 1899. 5 fr. 

Thermodynamique générale (Équilibre et modifica- 
tions de la matière). Un fascicule grand in-8 avec 



3o figures; 1901. 



9 fr. 



III. - COLLECTION 
TRADUCTIONS DOOVRAGES SCIENTIFIQUES. 

( yoir, poar Isa déUiU, I0 Ca/aiogue générât.) 

AUERBAGH ( D' F.). — I^ Dominatrice^ du monde et 

son ombre. Conférence sur rénergie et l'entropie. I11-16 
(19x1a) (allemand). 2 fr. 75c. 

fiOLTZMANN (L.). — Leconi sur la théorie des gas. 
' 3 volumes grand In-8 (allemand). 

r* PAaTiiy avec figures. 8 fr< 

11* Partie, avec figures. 10 fr. 

BOTS (G.-?.). — Bulles do favon. In-i8 Jésus, avec 
60 figures et t planche (anglais). a fr. 76 c. 

CLBBSGH (G.). — Leçons sur la Géométrie. 3 vol. 

frand ln-8, avec figurée (allemand). 4^ f'* 

OHiI... 19 fr. I ToMsII... i4 fr. I TOmbIII... 16 fr. 

GREMONA. — Les figures réciproques en Statique 
graphique. 6r. in-8 et atlas de 34 pi. ( italien ) . 5 fr. Soc. 

GdLLET. — Manuel de Télégraphie pratique. Grand 
iD-8, avec aSa figures et n plancnes (anglais). 
Broché... 18 fr. [ Cartonné... 30 fr. 

C0NDILL. ~ Oiotionnaire des Explosifs. Grand in-8 
(anglais). 6 fr. 

BBERT (D' H.). — Guide pour le soufflage du verre. 
Traduit sur la 3* édition et annoté par P. Loool, Pro- 
fesseur de Physique au Lyeée de Clcrmont-Ferrand. 
In-18 Jésus, avec 63 fig. (allemand). 3 fr. 

FAVARO. — Leçons de Statique graphique. 3 vol. 
grand in-8, avec 389 fig. et 3 planches (italien). 19 fr. 
ToHt 1 7 fr. I ToHi 11.... 13 fr. 

FIERZ (E. ).— Les recettes du distillateur. In-18 jésus 
(allemand). 3 fr. 76 c. 

FISHER et DARBT. — Manuel élémentaire pratique 
de mesures électriques sur les cAbles sous-marins. 
In-8 avec 65 figures (anglais). 5 fr. 

FLEMING. — Le Laboratoire d'Électricité. Notes et 

formules (anglais), ln-8, avec figures. 

Broché... 6 fr. ( Cartonné... 7 fr. 5o c. 

GRAT (John). — Les machines électriques à influence. 
ln-8» avec 134 figures (anglais). 5 fr. 



HERZBERG ( Wilholm). — Analyse et Essais dos ap- 

Ï dors, ln-8 avec nombreuses figures et 3 planches (aU 
emand). 5 fr. 

JENKIN. — Électricité et Magnétisme. In-8, avec 3jo 
figures ( an glais ) . 1 3 fr . 

JdPTNER DE JONSTORFF. - Traité praUque de 
Chimie métallurgique. Grand in-8, avec 79 figures et 
3 planches (allemand). 10 fr. 

KEMPE. — Traité pratique des mesures électriques. 
In-8, avec t4S figures (anglais). 13 fr. 

LEDEBUR. >- Technologie mécanique métallurgique. 
Grand in-8 avec 739 figures (allemand). 35 fr. 

LODGE. — Les théories modernes de l'Électricité. 
ln-8, avec 53 figures (anglais). 5 fr. 

LORENZ (Richard). — Traité pratique d'Electre- 
chimie. In-8, avec 77 figures (allemand). 9 fr. 

MAXWELL. ~ Traité de l'Électricité et du Magnétisme. 
3 vol. gr. in-8, avec i33 fig. et 3o pi. (anglais). 3o O. 

ToHiI... i5 fr. I TombII... i5 fr. 

— Traité élémetataire d'Électricité. In-8, avec figures 
(anglais). 7 fr. 

METER (Fr.) [de Glausthal]. — Sur les progrés de la 
théorie des invariants projecUfs- Grand in-8 
(allemand). 4 f''* 

OPPOLZER (I. d'). — Traité de la détermination des 
orbites des comètes et des planètes. Gr. in-8 (alle- 
mand). 30 fr. 

OSTWALD ( Prof. D' W.). — Éléments de Chimie inor- 
ganique ( allemand ). 
r* Partie : àfétalloides. Grand in-8. i5 fr. 

Il* PAariE : Métaux, Grand in-8. i5 fr. 

PHILLIPS (H.-J.). - Les Combustibles solides, U- 

quides. gazeux. Analyse. Détermination du pouvoir 
calorifique. In- 18 Jésus (anglais). 3 (r. 75 c. 

PROCTOR (Richard). — Nouvel Atlas céleste. In-8, 
avec 13 cartes célestes et 3 planches (anglais). 

Kroché... 6 fr. | Cartonné... 7 fr. 

RIEMANN. — Œuvres mathématiques de Riemann. 

Grand in-8 (allemand). i4 fr. 

RUSSELL. — Essai sur les fondements de la Géomé- 
trie. Grand in-8 (anglais). 9 fr. 

SALISBURT ( Marquis de). — Les limites actuelles de 
notre Science. In-i8 jésus (anglais). 1 fr. 5oc. 

SALMON. — Traité de Géométrie analytique (Courbes 
planes) avec Appendice, par G. Halpben. în-8 (an- 
glais). 13 fr. 

~ Traité de Géométrie anal]rtique à deux dimensions 
(Sections coniques). 3* édition française (conforme à 
la a"), ln-8 (anglais). i3 fr. 

— Traité de Géométrie analytique à trois dimensions. 

3 vol. in-8 (anglais). 
Tome I, 7 fr. — Tome 11, 6 fr. — Tome 111. 4 ^r* ^o c. 

" Leçons d'Algèbre supérieure, ln-8 (anglais). 10 fr. 

SANFORD (Gerald). — Explosifs nitrés. ln-8, avec 
5i figures et 1 planche frontispice (anglais). 6 fr. 

SCBŒNFLIES. — La Géométrie du mouvement Exposé 
synthétique, ln-8 avec fig. (allemand). 6 fr. 5o c. 

SGHWARZ (H.-A.). — Formules et Propositions pour 
l'emploi des Fonctions elliptiques d'aprht des Leeone 

et des Notée manuscrites de M. K. 'WiiiaaTaASS (alle- 
mand). In-4. 

Broché 13 fr. | Cartonné.... i5 fr. 
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SCOTT. — Cartel du Umpi et ATertiseemeiitt de tem- 
pêtes. ln-8, a^ec Aguret et a planches en couleurs (an- 
glais). 4 '■*• ^oc. 

8ERPIERI. — Traité élémentaire des meinres abso- 
Ines. mécaniqnei, éleotroitatiqaes et électroma- 
onétiques, avec applicatioii à de nombreux pro- 
blèmes. In-8 (italien). 3 fr. 5o c. 

SMITH (Edgar-F.). — Analyse électroebimique. 1n-i8 
jéfiU8, avec 27 figures (anglais). 3 fr. 

TAIT. — Traité élémentaire des Quatemions. 7 vol. gr. 
I n-8 y avec flg. (anglais). Chaque vol. séparément. 7 fr.Soc. 

— Conlérences sur quelques-uns des progrès récents 
de la Physique. Gr. in-8, avec flg. (anglais). 7 fr.Soc. 

THOMSON (Sir William) [Lord Kelvin]. -Constitution 

de la matière. Conférences icientifiques et allocution». 
(anglais), ln-8, avec figures. 7 fr. 5o c. 

THOMSON (J.-JO* — Los décharges électriques dans 
les gas. ln-8, avec 4f figures (anglais). 5 fr. 

TTNDALL ( John) . — La Chaleur. Mode de mouvement. 
Avec xio figures (anglais). 8 fr. 

VIVANTI ( 0.). — Leçons élémentaires sur la théorie 
des groupes de transformations. Grand in-8 avec fi- 
gures ( italien ). 8 fr. 

WEBER (H.). — Traité d'Algèbre supérieure. Grand 
in-8, avec figures; (allemand). aa fr. 

WEIERSTRASS. — (^o<> SCHWARZ.) 

ZEUNER. ;- Théorie mécanique de la chaleur, avec 
êe» applications aux machinée, a* édition, ln-8, avec 
figures (allemand). 10 fr. 

ZEUTHEN (H.-6.). — Histoire des Mathématiques 
dans l'antiquité et le moyen âge. ln-8, avec 3i ligures 
(allemand). 9 fr. 

^oir k !■ BiBLiOTiÉQns raoToaiAraïQOK les traduetlons (format ln-18 
Jssaa si la-S) ds Burlon, Cronenberg, Dallmeyer , Eder , Uesse, 
Liesegang, Robinson. 






lY. - BIBLIOTHÈQUE 

DBS 

ACTUAUTÉS SCIENTIFIQUES. 

i3o Ouvrages in- 18 Jésus, ou petit in-8. 

{Foir te prospectus spéeiaL) 

DiamiRS OOVRACKS PARUS : 

Récréations mathématiques; par Ed. Lucas. Quatre jolis 
volumes, caractères elzévir, titres en deux couleurs. — 
Tome 1 (a* édition) : 7 fr. 5o c. ; Tome II : 7 fr. 5o c. ; 
Tome III : 6 fr. 5o c. ; Tome IV : 7 fr. 5o e. 

Les limites actuelles de notre Science. Discours 
présidentiel prononcé le 8 août 189^1, par le Marquis de 
Sausburv, Premier Ministre d'Angleterre, devant la 
British Association, dans sa session d'Oxford. Traduit 
par M. W. DB FoNViBLLB. I fr. 5o c. 

La Théorie atomique et la théorie dualistioue, Trans- 
formation des formules. Différences essentieiles entre les 
deux théories, ynr Lemoilb, Professeur de Chimie à TUni- 
versité libre de Lille. a fr. 

Les Ballons-sondes et les ascensions internationales 
par M.'W. DB FoNviBLLB, précédé d'une Introduction par 
M. BocovBT DB LA Gryb, Membre de l'Institut, a* édi> 
tion, avec a7 figures. a fr. 76 c. 

Les Recettes du distillateur, par E. Fjbrz. Traduit de 
l'allemand par E. Pbilippi. a fr. 76 c. 

La Télégraphie sans fil, par A. Bboca. a* édition. 

4 fr. 

Analyse électrochimique, par Edg.-F. Smith. Traduit de 
l'anglaiB par J. Rossbt. Arec 27 figures. 3 fr. 



Une langue universelle est-elle possible T Exposé des 

moyens pour faire le choix et assurer le succès d'une 
langue scientifique et commerciale universelle, par 
L. Lead. I fr. 

Leçons sur les moteurs à aas et à pétrole faites à la 
FacuUo des Sciences de Bordeaux; par L. Mabcbis. In«i8 
Jésus de L-175 pages, avec 19 figures. a fr. 76 c. 

Les Combustibles solides, liquides, gaseuz. Analyse 

rt déterminalion du pouvoir calorifique. Traduit de 
l'anglais par J. Rosset. In- 18 Jésus, avec i5 figures. 

a fr. 75 c . 

Traité élémentaire des enroulements des dynamos à 
courant continu; par F. Lorp£. In-16 (19 xi^ ), avec fig. 
et planches. a fr. 76 c. 

Le Radium et la Radioactivité. Propriétés générales. 

Emplois médicaux; par P. Besson. In-i6 (19x1a), avec 
a 3 figures. a fr. 76 c. 

Rayons « N ». Recueil des Communications faites à 
r Académie des Sciences, par R. Bloïidlot. In- 16 
(19 X 12) avec figures el i planche écran phosphores- 
cent, a fr. 

Introduction à la Géométrie générale, par Geobges 

Leuialas, Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 
In-i6 (19 X la) de ix-58 pages. i fr. 73 c. 

La Dominatrice du monde et son ombre. Conférence 
sur l'énergie et l'entropie, par le D' F. Auerbacq. Tra- 
duction par le D' Robert Tissot, et Préface do Ch.-Ed. 
Guillaume. In- 16 (19 x la). a fr. 76 c. 

La Construction des cadrans solaires. Ses principes, sa 

pratique, précédée d'une Histoire de la Gnoraonique, 
par Abel Soucuon. In-16 (19 x1a), avec figures et 
a planches. a fr. 76 c. 

Problèmes plaisants et délectables qui se font par 
les nombres, par Claudb-Gaspar Racbet, sieur de 
Méziriac, 4* édition revue et simplifiée. Petit in-8 
(19 X la) de vi-i63 pages; 1906. 3 fr. 5o c. 



V. - EXTRAIT DU CATALOGUE 



BB LA 



BIBUOTHÈQUE PHOTOGRAPHIQUE. 
(Dbhander lb Catalogob complet.) 

àido-Mémoire de Photographie, publié depuis 1876 
sous les auapices de la Société photographique de Tou- 
louse, par G. Fabbb. ln-18, avec figures et spécimens. 

Broché.... i fr. 75 c. | Cartonné., a fr. aS c. 

Les volumes des années précédentes, saufiB'j'], 1878, 18791 
1880 et i883, te vendent aux mêmes prix. 

Belin (Edouard), ancien Élève de l'Ecole impériale et 
royale de Photographie de Vienne, — Manuel pra- 
tique de Photographie au charbon, ln-18 Jésus avec 
6 figures; 1900. a fr. 

Belin (Edouard). — Précis de Photographie générale. 
a volumes grand in-8 se vendant séparément. 

Tome I. Généralités, opérations photographiques. Volume 
de viii-a46 pages, avec 96 figures; 1906. 7 fr. 

Tome II. Applications scientifiques et industrielles. {Sous 
presse.) 

Berget (Alphonse), Docteur es Sciences. — La Photo- 
graphie des Couleurs par la méthode interférentielle de 
M. Lippmann, a* édition entièrement refondue. In-i8 
Jésus, avec aa figures; 1901. 1 fr. 76 c. 

Bernard (J.) et Touchebeuf (L.). — Petits clichés et 

grandes épreuves. Guide photographique du touriste 
cycliste, ln-18 jésus; 1898. a fr. 76 c. 
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Braun fils (0. et Ad.). — Dictionnaire de Chimie pho' 
tographique à Vusage des profeasionneU et de» ama- 
leurs. Un Tolume grand in-8 de 546 pages. igo4; 12 fr. 

Barton (W.-K.)* — ABC de la Photographie moderne. 
Traduit de l'anglaif sur la la* édition fiar G. Hdberson. 
5* édition, revue et augmentée. In-i8 jésus, avec fig.; 
1901. 3 fr. 

Golson (R.). — La Photographie tans objectif au moyen 
tT une petite ouverture, Hropriétéi, usage, applicati*Mii(. 
a* édition, revue et augmentée. In'iSjésuA, avec plan* he 
spécimen; 1891. i fr. 76 c. 

Gourrèges (A.), Praticien. — Ce qu'il faut savoir i*our 
re'usÊir en Photographie, a* édition. Petit ift'8, avec une 
planche photocollographique; 1896. a fr. 5o c. 

— La retouche du cliché. Retouche chimique, physique et 
artistique. In-18 Jésus; 1898. 1 fr. 5o c. 

— Impression des épreuves sur papiers divers^ par noir- 
cissement, par impression latente et développement. 
In-i8 Jésus, avec figures; 1898. a fr. 

— - Le portrait en plein air. In- 18 jésus, avec figures et 
1 planche en photocoliographie; 1899. a fr. 5o c. 

— La reproduction des gravures, dessins^ plans, f^.anu* 
serits. In- 18 jésus, avec figures; T900. a fr. 

— Les agrandissements photographiques . In-i8 jésus^ avec 
figures; 1901. . 2 fr. 

Coustet (£.)• — Le développement en pleine lumière. 
In-16 (19 X la) de vtii-53 pages; 1906. i fr. 5o c. 

CSronenberg (Wilhelm), Directeur de l'École de Photo- 
graphie et de reproduction photographique de Gr&nen- 
bach. — La Pratique de la Pnototjpogravure américaine. 
Traduit et augmenté d'un Apperidice par G. Fiav, 
Ghef des travaux pratiques à l'École de Physique et de 
Ghimie industriellet. In-i8 jésus avec 66 figures et 
i3 planches; 1898. 3 fr. 

Dallmeyer (Thomas R.), Président de la Royal Photo- 
graphie Society. — Le Téléobjectif et la Téléphotogra- 
phie : Traduction française augmentée d'un appendice 
bibliographique; par L.-P. Glebc. Grand in-8 (25 x 16) 
avec 5i figures et 1 1 planches ; 1903 6 fr. 

Oarby (Paul), Photographe. — La Photographie au 
charbon. Traité pratique et simplifié. In-i8 jésus. 

I fr. 

DavanilS. — La Photographie. Traité théorioue et pra- 
tique, a beaux volumes grand in-8, avec 2^4 figures et 
4 planches spécimens; 1886-1888. 3a fr. 

Ghaque Volume se vend séparément 16 fr. 

Davanne (A.), Bucqaet (M.) et Vidal (Léon). — 

Le Mutée rétrospectif de la Photographie à C Expo- 
sition universelle de igoo. Grand in-8 avec nombreuses 
figures et II planches; igoS. 5 fr. 

Dillaye ( Frédéric) » Principes et Pratique d'art en Pho- 
tographie. Le Paysage. Grand in-8, avec 3a figures et 
34 photogravures de paysage; t899. 5 fr. 

Draux (F). — La Photogravure pour tous. Manuel pra- 
tique. In-i6 (ly X 12) de iv-68 pages; 1904. i fr^ 5o c. 

Eder (D* J.-M.), Directeur de rÉcolc impériale photo- 
graphique de Vienne. — Formules, Receltes et Tables 
pour la Photographie et les procédés de reproduction. 
Édition revue par l'auteur; traduite de rallemand par 
G. Bbaun fils, ln-18 jésus; 1900. i\h. 

Eder (le D' J.-M.). — Système de Sensitonictrie des 
plaques photo'j^raphiques . Traduit de l'allemand par 
Edouard Bblin. Grand in-8 de vi-52 pages, avec 
9 figures et 17 planches dans le texte; 1900. 3 t'r. 75 c. 

Fabre ( C), Docteur es Sciences. — Traité encyclopédique 

. de Photographie, 4 beaux volumes gr.in-8, avec plus de 

700 figures et a planches; 1889-1891. 4^ ^^' 

Chaque volume se vend séparément 14 fr. 

Des sappléments, destinés A eiposer les progrès accomplis, Tiennent 
oompléter ce Traité et le maintenir an eoarant des dernières décoa* 
vertes. 



\^ Supplément (A). Gr. in-8 de 4oo p., avec 176 figures; 
«89a. i4 fr. 

Il* Supplément (B). Gr. in-8 de 424 p- ftvec aai figures; 
1898. 14 fp. 

III* Supplément (G). Gr. in-8 de ^'ï\ p. avec ai5 figures; 

»902- i4 fr. 

Les sept volumes se vendent ensemble 84 (r. 

Fabre (C).— Les industries photographiques. Matériel. 
Procédés négatifs. Procédés posttifs. Tirages indus ' 
triels. Projections. Agrandissements. Annexes. Grand 
in-8 (a5xi6) de 602 pages, avec i83 figures; 
ï9o3 18 fr. 

Ferret (l'abbé J.) — La Photographie par le Collodion. 
In-i6 (19 Xia); 1903. i fr. 5o c. 

Fourtier (H.). — Dictionnaire pratique de Chimie pho- 
tographique, contenant une Étude méthodique des divers 
corps usités en Photographie, précédé de Notions usuelles 
de Chimie etsuivid*une Description déuillée des Manipu- 
lations photographiques, Gr. ln-8, avec fig. ; 1892. 8 fr. 

Klanr, Artiste photographe. — La Photographie d'Art à 
l'Exposition universelle de 1900. Grand in-8 avec de nom- 
breuses illustrations et planches; 1901. 6 fr. 5o c. 

— L'Art de retoucher en noir les épreuves positives sur 
papier, 3* tirage. In-i8 jésus; 1898. 1 fr. 

— VArt de retoucher les négatifs photographiques, 5* ti- 
rage. In-i8 jésus, avee figures; 190a. a fr. 

— Traité pratique de la peinture des épreuves photogra- 
phiques, avec les couleurs à l'aquarelle et à l'huile^ 
suivi de différents procédés de peinture appliques aux 
photographies, a* tirage. In-i8 jésus; 1899. 3 fr. 5o c. 

— V Éclairage des portraits photographiques. 8' édition. 
In-i8 jésus, avec ao figures; 1902. i fr. 75 c. 

— Les portraits au crayon, au fusain et au pastel, obte- 
nus au moyen des agrandissements photographiques. 
Nouveau tirage (19 x 12); 1904. a fr. 5o c. 

Laynaud (L.), Topographe. — La Phototypie pour tous 
et ses applications directes aux tirages lithographiques 
et typographiques. Traité pratique de vulgari^ation à 
Pusage des imprimeurs, etc. In-i8 jésus, avec figures; 
1900. 3 fr. 

Londe (A.), Ghef du service photographique à la Salpè- 
triére. — La Photographie instantanée. Théorie et pra* 
tique. 3* édition entièrement refondue. In-i8 jésus, 
avec 65 figures; 1897. 2 fr. 75 c. 

— Traité pratique du développement. Etude raisonnée des 
divers révélateurs et de leur mode d'emploi. 4* édition, 
revue et augmentée. In-i8 jésus, avec figures; 1904. 

a fr. 76 c. 

— Traité pratique de Radiographie et de Radioscopie. 
Technique et applications méaicales. Grand in-8 avec 
ii3 figures; 1899. 7 fr. 

— La Photograahie médicale. Application aux sciences 
médicales et physiologiques. Grand in-8, avec 80 figures 
et 19 planches; 1893. 9 fr. 

— La Photographie à V éclair magnésique. Grand in-8 
( 2.5 X 16) de ix-99 pages, avec 23 figures et 8 planches; 
1905. 4 fr. 

Martel (E.-A.). — La Photographie souterraine. In-i6 
raisin avec 16 planches; igoo. 2 fr. 5o c. 

Maskell (Alfred) ot Demachy (Robert). — Le procédé 

à la gomme bichromatée ou photo-aquateinte. Traduit 
de l'anglais par G. Devanlay. 2* édition entièrement 
refondue par Robert Demachy. In-i6 (19 X 12) de 86 p., 
avec 3 figures; 1905. 2 fr. 

Maurion ( OeorgeS ) . — Le matériel photographique. 
Ses imperfections. Gomment les reconnaître; comment y 
remédier. In-i6 (19 x 12) de vi-68 pages; 1902. i fr. 73c. 

Mercier (P.), Ghimiste, Lauréat de l'École supérieure de 
Pharmacie de Paris. — Virages et fixages. Traité histo- 
riquCf théorique et pratique, a vol. in-i8 j. ; 189a. 5 fr. 
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On 'P^nd séparément : 

I** Pabtib : Notict Idstorique. yirmgei aux sets d*or. a fr. ^h e. 
Il* Paktib : F'irages aux divers métaux. Fixages, * fr. 75 «. 

Molinié (Marcel )i Licencié es Sciences physiques. Ancien 
Élève de l'École de Physique et Chimie industrielles de 
la Ville de Paris. — Comment on obtient un cliché pho- 
tographique. Notions de chimie photographique. Tech- 
nique et pratique du développement. Petit in-8. 2 fr. 

PanalOQ, Chef du Service photogranhique à la Faculté de 
Médecine de Bordeaux. — Manuel du photographe ama- 
teur, 3* édit., entièrement refondue et considérable- 
ment augmentée. Petit în-8,avec 63 fi g.; 1899. a fr. 75 c. 

Pierre Petit fils (Auguste). — La Photographie s im- 
pUfiée et la lumière artificielle. In- 16 (19 X ia)| avec 
3o figures et i planche; 1903. a fr. 

Pierre Petit fils ( F. ).— Dix Leçons de Photographie aux 
maisons d* éducation de la Légion d'honneur. Petit in-8 
(18 X i5) de 118 pages avec 16 figures, 1904. 2 fr. 

Pnyo (G.)* — Notes sur la Photographie artistique. Texte 
et illustrations. Plaquette de grand luxe in-4 raisin, 
contenant 1 1 héliogravures de Dojabdin et 39 phototypo- 
gravures dans le texte; 1896. 10 fr. 

11 reste quelques exemplaires sur Japon, avec plan- 
ches également sur Japon . ao fr. 

Ris-Paqnot. — > La préparation des plaques au gélatino- 
• bromure par r amateur lui-même. In- 10 raisin avec 17 fi- 
gures; 1903. 9 fr. 

Robinson (H.-P.). — La Photographie en plein air. 
Comment le photographe devient un artiste. Traduit de 
Tanglais par Hkctob Colahd. 3* tirage, a vol. gr. in-8; 
1899. 5 fr. 

Rouyer ( L. ). — Lieutenant-Colonel du Génie, en re- 
traite. — Manuel pratique de Photographie sans objec- 
tif, In-i6 ( 19 X 12 ) avec 19 flg. ; 1904* 2 fr. 5o c. 

Sollet (Gh. ). — Traité pratique des tirages photogr a- 
phiques, avec une Préface de C. Poto. În-t6 raisin de 
viii'*24o pages ; 190a. 4 ^^* 

Trutat (E.), Directeur du Musée d'Histoire naturelle de 
' Toulouse, Président de la section des Pyrénées Cen- 
trales du Club Alpin français, Président de la Société 
photographique de Toulouse. — La Photographie ani' 
méCf avec une Préface de M. Marbt, Membre de l'In- 
stitut. Grand in-8 avec i46 flg. et i pi.; 1899. ^ ^^' 

— Dix Leçons de Photographie, Cours professé au mu- 
séum de' Toulouse. In- 18 Jésus avec figures; 1899* 

2 fr. 75 c. 

— Les tirages photographiques aux sels de fer, In-i6 
(19X12); 1904. I fr. 25 c. 

Vidal (Léon), Officier de l'Instruction publique, Pro- 
fesseur à l'Ecole nationale des Arts décoratifs. — 
Traité pratique de Photoehromie , In- 18 Jésus avec 
96 figures et i4 planches en couleurs; 1903. 7 fr. Soc. 

— Traité de PhotoUthographie, In-18 Jésus, avec a5 figures, 
\ planches et spécimens de papiers autographiques ; 
1^93.^ 6 fr. 5o e. 

— Traité pratique de Photogravure en relie/et en creux, 
In-18 Jésus, avec 65 figures et 6 planches ; 1900. 6 fr. 5o c. 

Vienille ( 6. ). — Nouveau guide pratique du photographe 
amateur. 3* édition, entièrement refondue et beaucoup 
augmentée. In-i8 jésus; 1892. a fr. 75 c. 

Wallon (B.). Professeur de Physique au Lycée Jansoo 
de Sailly. -^ Traité élémentaire de Vobiecttf photogra" 
phique. Grand in-8, avec i35 figures; 1091. 7 fr. 5o e. 

— Choix et usage des objectifs photographiques. Petit 
in-8 avec 25 figures; 1893. 

Broché a fr. 5o. | Cartonné toile anglaise. 3fr. 



VI. - JOURNAUX. 

(Lsf ■bonnementf sont ■nnaels st partsnt ds Janvlsr.) 

àNNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE L'UNI- 
VERSITE DE TOULOUSE pour les Sciences mathé- 
matiques et les Sciences physiques, publiées sous les 
auspices du Ministère de l'Instruction publique par un 
Comité de rédaction composé des Professeurs de Ma- 
thématiques, de Physique et de Chimie de la Faculté, 
In-4i trimestriel. 

I'* Série, z2 volumes in-4 (années 1887-1898) se ven- 
dant ensemble. 240 fr. 
Chacun des Tomes I à XII (1887-1898) séparément ao fr. 

II* Série, Tomes 1 à \'I (1899-1904). Chaque année. 

25 fr. 
Prix pour un an {^ faseieules) : 

Paris 25 fr. 

Départements et Union postale. 28 fr. 

ANNALES DE L'UNIVERSITÉ DE GRENOBLE, pu- 
bliées par les Facultés de Droit, des Sciences et des 
Lettres f et par l'Ecole de Médecine, Grand in-8. 

Prix de l'abonnement (3 numéros)', 
France. ....... 1 2 fr. | Étranger i5 fr . 

Par exception, Tannée 1889 ne comprend que les nu- 
méros du i*' juin et du 1" décembre; le prix de cette 
année est de 8 fr. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE MONTSOURIS. 
Météorologie. Chimie. Micrographie. Applications 
à Thygiène. 

Ces AififALKs, publiées sous la direction des chefs de ser- 
vice, paraissent régulièrement chaque trimestre par fas- 
cicule de 6 feuilles grand in-8 avec figures et planches. 

Les Annales de V Observatoire municipal (^Observatoire 
de Montsouris) forment la suite nalurelle des Annuaires 
parus de 1872 à 1900. 

Prix pour un an {^ fascicules). 
Paris i5 fr. | Dép. et Union postale. 17 fr. 

Le ToMB I (1900) contient le résumé des travaux des 
années 1899-1900. 

Les ToHKS II à V (1901-190/1) contiennent le résumé 
des travaux de l'année 1901 à 1904. 

Un fascicule spécimen est envoyé sur demande. 

iNNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE 
SUPÉRIEURE, publiées sous les auspices du Ministre 
de l'Instruction publique, par un Comité de Rédaction 
composé des Maîtres de Conférences, In-4» mensuel. 

1'* Série, 7 volumes, années 1864 à 1870. iSo fr. 

2* Série, 12 volumes, années 1872 à i883. 25o fr. 

3* Série, les 10 volumes formant les années 1884 à 1893, 
' ensemble. 200 fr. 

- Les fo volumes formant les années 1894 À i9o3, en- 
semble 200 fr. 

La 3* Série, commencée en 1884» parait, chaque mois, 
par numéro contenant 4^5 feuilles in-4, avee flg. et pi. 

On 'Vend séparément. 
Chacune des années 1864 à 1870, 1872 à 1903. 35 fr. 

Chaque année suivante 3o fr . 

Table des matières et noms d'auteurs contenus dans 

les s premières Séries. In-4 ; 1887. . 3 fr. 

Table des matières et noms d'auteurs contenus dans 

les Tomes I à X de la troisième Série (1884-1893). 

In-4; 1894. I fr. 

Table des matières et noms d'auteurs contenus dans les 

Tomes XI à XX de la troisième Série (1894-1903). 

In-4; 1904» * ''• 

Prix pour un an {12 niunéros) : 

Paris.. 3o fr. | Départements et Union postale. 35 fr. 
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JOURNAL DE CHIMIE PHYSIQUE. Ëlectrochimie, 
Thermochimie, Radiochlmie, Mécanique chimique, 
Stœchiochimie, public par Puiuppr-A. Guyk, Pro- 
fesseur de Chimio fc rUniversité de Genève, avec la 
collaboration de nombreux savants. 
Cette publication parait en huit ou dix numéros for- 
mant uu volume annuel do 600 à 700 pages grand in-8 
(16 X a5). 

Prix de l'abonnement, pour toute l'Union postale. a5 fr. 
Prix des volumes précédents, chacun 3o fr. 

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLI- 
QUÉES, publié par Gamilli Jordan, Membre de 1* In- 
stitut, avec la collaboration de M, Lévy, A. Mannheim, 
K, Picardf H» Poincaré, ln-4» trimestriel. 

1'* Série, 30 volumes ln-4» années i836 à i85& (au litu 
de 600 francs). 4oo fr. 

2* Série, 19 volumes in-4» années i856 à 1874 (tu lieu d« 
670 fr.). 38o fr. 

3* Série, 10 volumes in-4, années 1875 à 1884 (au lieu 
de 3oo fr.) aoo fr. 

4* Série, 10 volumes in-4» années i885 k 1894 (eu Heu de 
3oo fr,). 200 fr. 

5* série, 10 volumes in-4* années 1895 à 1904. '-'oo fr. 

Chacune des années i836 à 1878, 1880 à 190^ se vend 

séparément. 25 fr. 

La 6* Série, commencée en 1905, se publie, chaque année, 
en 4 fascicules de la à i5 fouilles, paraissant au commen- 
cement de chaque trimestre. 

Prix pour un an (4 fascicules) : 

Pari» 3o fr. 

Départements et Union postale 35 fr. 

— Table générale des 20 volumes de la 1" Série, ln-4- 

3 fr. jo c. 

— Table générale des 19 Toluines de la 2* Série, ln-4. 

3 fr. So c. 

— Table générale des 10 Tolumea de la 3* Série, ln-4. 

I Ir. 75 c. 

— Table générale des -10 Tolnmes composant la K* Sé- 
rie, avec une Table générale des auteurs des 69 volumes 
dea 4 premières séries (1836-1894). In-4. i fr. 76 c. 

JOURNAL DE PHYSIQUE THEORIQUE ET APPLI- 
QUÉE, fondé par d'Aimeida et publié par £. Bouty, 
Lippmann, /?. Mascart, L. Poincaré, A, Potier, ot MM. 
Brunkes, Lamotte et G. Sagnac, adjoints à la rédaction, 
avec la collaboration d'un grand nombre de professeurs 
et de physiciens. Grand in-8, mensuel. 

Paris et Dépirtemcnts 17 fr. 

Union postale 18 fr. 

— Teble analytique et Table par noms d'auteurs des 
trois premières séries (1872-1001) dressées par MM. 
E. Kot'iY et B. BaUMiibs, avec la collaboration de MM. 
Bénard, Carré, Coukttb, Lamotte, Mahcuis, Maohain, 
Roy et Samuoz. Grand in-8. 10 fr. 

LINTERMÉDIAIRE DES MATHÉMATICIENS, dirigé 
par C'A, Laisane, Docteur es Sciences, ancien Élève de 
l'Ecole Polytechnique, et Emile Lemoine, Ingénieur civil, 
ancien Elève de l'Ecole Polytechnique, avec la collabo- 
ration de Ed. Maillet, Ingénieur des Ponts et Chaussées, 
Répétiteur à l'Ecole Polytechnique, et^^. Grévj^ Pro- 
fesseur au Lycée Saint-Louis (publication honorée d'une 
souscription du Ministère de l'Instruction publique). 
ln-8, mensuel. 

Prix pour un an (la numéros) : 

Paris, 7 fr. — Départements et Union postale, 8 fr. 50 c. 
Les Tomes I à X (i8()4'i9o3 ) se vendent ensemble. 60 fr. 
Les Tomes II à XI (i894'>9o4) ^ vendent chacun. 7 fr. 
Le Tome I (1894) ne so vend pas séparément. 

MÉMORIAL DES POUDRES ET SALPÊTRES, publié par 
les soins du Sbrvicb dbs poudres it salpétbss, avec IHiu- 
torisation du Ministre de la Guerre. Grand in-8. 



Le Mémorial parait sous forme de Recueil périodique, 

en deux fascicules semestriels, et forme, tous les deux 

ans, un beau volume de 24 feuilles environ, avec figures. 

Collection des Tomes I à X (1883-1900). {kare.) 

Chacun des Tomes III, V à X se vend séparément. la fr. 

Les Tomes 1, Il et IV ne se vendent pas séparément. 

Prix de t abonnement pour un volume ( 4 fascicules) : 

Paris I a fr . 

Départements et Union postale ... i3 fr. 

NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES. Jour- 
nal des Candidats aux Écoles Polyteohniqne et Nor- 
male, rédigé par C,~A, Laisanly Docteur ôs Sciences, 
Professeur à Sainte-Barbe, Répétiteur à l'Ecole Poly- 
technique, C. Bourlet, Docteur es Sciences, Professeur 
au Lycée Saint-Louis, et Bricard, Répétiteur à l'Ecole 
Polytechnique. (Publication fondée en i84a par Gerono 
et Terquem, et continuée par Gerono, Prouhety Bour- 
gef, Brissey Bouché, Antomari et Duporcq») ln-8, 
mensuel. 

1'* Série, 10 vol. in-8, années 1843 à 1861. 3oo fr. 

Les Tomes I à VU et XVI (18411848 et 1857) ^^ *« 

vendent pas séparément. Les autres Tomes do la 

I'* Série se vendent séparément. i5 fr. 

2* Série, 10 vol. ln-8, années i86a à 1881. 3oo fr. 

Les Tomes I à 111, V et XIX (1863 k i8G4, 1866, i8do) 
de la 3* Série ne se vendent pas séparément. 
Les autres Tomes se vendent séparément. i5 fr. 

3* Série, 19 vol. in-8, années 1882 à 1900. 286 fr. 

Les Tomes 1 à XIX ((88a à 1900) de la 3* Série se 

vendent séparément. i5 fr. 

La 4* Série, commencée en 1901, continue de paraître 
chaque mois par cahier de l\% pages au moins. 

Prix pour un an {12 nuninos) : 

Paris.. iSfr. | Départements et Union postale. 17 fr. 

REVUE ÉLECTRIQUE (La), publiée sous la direction de 
M. J. Blonoin. 

La Revue électrique parait deux fois par mois, par fasci- 
cules de 3'2 pages in-4 (28 x 11), Elle forme par an 
2 volumes de plus de 4^)o pages. 

Prix de Vahonncmtut ( i\ numéros) : 

Paris 25 fr. 

Départements 27 fr. 5o c. 

Union postale 3o fr. 

Prix du numéro : i fr. 5o c. 

Lc*s TouES I et II (190^) et 111 (1*' semestre 1906) se 
vendtrnt chacun 1 1 fr. 

REVUE SEMESTRIELLE DES PUBLICATIONS MA- 
THÉMATIQUESi rédigée sous les auspices de la Société 
Mathématique d'Amsierdam. Grand in-8, paraissant en 
2 fascicules (fondé en 1898). 

Prix pour un an : 
Paris, Départements et Union postale : 8 fr. 5o c. 

(.hacune des années antérieures, à partirdei893 (sauf le 
Tome III). 8fr. 5o c. 

Tables des matières contenues dans le* cinq premiers 
volumes {iS^Z-iSg"] ), suivies d'une Table générale par noms 
d'auteurs. Grand in-8; 1897 5 fr. 

Table des matières contenues dans les cinq Folumes 
1898-1902 suivie d'une 2'able générale par noms d'au^ 
leurs. Grand in-8; 1902. 7 Ir. 5oc. 

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHOTO- 
GRAPHIE. — Gr. in-8, bimensuel. (Fondé en i855.) 
a* Sébib. 
1'* Série, 3o volumes, années i855 à 1884. 35o fr. 

Chaque année de la 1" Série, sauf le Tome I (i8S5) 
et les Tomes XVll k XXX (1871-1884). ta fr. 

Chaque numéro séparément 1 fr. 5o c. 

Tables décennales par ordre de matières et par noms 
d'auteurs. 

Tomes I àX ( i855 à x864) i (r. Soc. 

Tomes XI à XX (i865 à 1874) i fr. So c. 



DENFES (1.), Architecte, Profemur k l'Ecole Cantrile. 

— CoDvertnrfl de* ddUicaB. Ardoiiei, luiUt, métaux, 
maliireidirrriTI, chéneauj: et deicenltt. GniT-d in-8 d« 
46g pigei iTcc 4ii3 Bsure»; iSgS. (F.. T. f.) ao fr. 

DBNFEB (J.), ArchitoGle, Profusseur b l'Ecole Ccolrale- 

— Charpenterie méUlliqaB' Menuiierit en ftr et ler- 
rarerie. i volume* crmiJ in-8. {E. T. P.} 

ToBi I î Giaèralitét »ur U fonti, U fer et l'aeier. — 
Réiiitaiice de trt matinaux. — Aitembtage dti 
iUmenU métaUiquet. — Chaînage», linteaux et 
poilraiU. — Ptamhert en fer, — Support» verti- 
caux. — Colonnrt ea fonte. Poteaux et pilieri en 
fer.Gr. in-S, de 584 pB|{ei et 47g Dg.; 1891. lo fr. 

Tau II ! Pani métalUquet. — Comblei. — Fane- 
rtUei et peliu puait. — Eieaiîert en /er. — Serru- 
rerie ! Ferremenli dei charpenlei et menuiieriet. 
— Paraloaiierrei. — CtôtureimiiaUijaei. — Henui- 
lerie en fer. — Serrri ri vérandas. Grand in-S de 
6a6 pac«* avec 571 ngurei; 1894- "<> ''■ 

FABRE (C). Prr. 



.9^4. (E.i.), 

FBPPL (Ang.) 



Mulhoutu. — Réiistance det matériaiuc at «lâmanU 
de la théorie mathématique de l'ElaïUcité. I ra<i»it 

du l'allemand par E. Hm^, Inecnieur diplâiuc «lu l'Ecole 
Foljlochniqiio de Zurich. Grand in-S de 489 p. 



. (R, 



i5 fi 



- -„ ;.-Indui- 

triM du tnllate d'alumlolnra, det aluns et dei lul- 

latee dS ler. F.tadt théuri^ae de fal<inti»iam, du fer 
et de leart eompoièt. Fabrication du luifme .l'alumi- 
mum, dei aluns et det ealfale, de fer. Applicaliont 
indaiiriellet det tulfalrs d'aluminium et de fer, Carac- 
tiret anal) tiques du fer et de l'aluminium. Doiagei, 
MéUtodet J'uaaiyte. Grand in-S, de viii-3G4 paoea, avec 



GESGHWIND (L.),li<Génie<"-Chinii«te, et SELLIER (E.). 

Sooiêiê induBiriclle do Saiiii-Qiientin. — La betterave 
agricole «t indaetrielle- Graud in-8 de iv-betl pagua 
av,c .30%"".»; igoj. (E. t.). J" 'r. 

BODILLT (AlBMildre), Irgénieur de> Art» et Manufac- 
turer, Hépélileur du Mécanique appliquée al'Ecole Cen- 
trale. — ElémeDta et orgauee des machiaes. Un *oi. 

grand in-K de 4oli pagi" aïec^iolig.; i8i)4 (,E. I.) 11 Tr. 
GDÉDON (Pierre), Ing.-nienr, Chof Je traction à la Com- 
pacni" geniTal^ di-s Ouiiiilins de Parii. - Traité pra- 
tique des Chemins de fer d'intérêt local et des 

Tramwajl. Grand iiiH de SgS |ijeos »»cc i^i n|;uri->: 
1901. (K. l.) M fr. 

eniGHET (Ch-Er.). Directeur de> teinture, aux Manu 
raciurea naiiannlui det Gulielini et do lleaurai*; DOH- 
■ER (F.), ProfcHeur il l'Ecole de Physique et de Clii- 
mie InJn.triellet de la ville de Par», et GRAND- 
MOUGIH (E.), Ancien préparateur a IKcole dir Chimie 

de Miiihuui.'. — Blanchiment et apprêts. Teinture et 
impression. Matières calorantas. un volume craiid 
in-8 de 6/1 plues, avec 3'p figures et écbantillona 
de liaaug imprime-; <Si_,i- ( E. I.) îo l>. 

BENHT (Ernest), Inspecteur Bénéral des PonU et Chaua- 

tée=. — Fonts sous rails et Ponts-routes à travées 
mitalliquas indépendantes. Formules, Barémsi et 

Tebleauz, L'n <ulume enind in-8 di; ïiii-63a pages, 
avec 367 fiflu™; f8i)4. (K- T. P.) ao Ir. 

S (J,). Inspecteur General honoraire des Ponu et 
Haussées, Professeur uu Con«erïuloire des Arts cl 

etiera. — Réaumé du Cours de macbinei k vapaur 

. Locomotives, professe a l'École nationale des 
unta et Cliau«sees. i- édition. Grand in-8 de âog pages, 
,ec 3i4 fie""»; i8.)8. (H. T. P.) .8 fr. 



HDBERT-TALLERODX (P.), Avocat à la Cour da Paria, 
Docteur en Droit. — Lét Asiociationi envriérw «t 
lei AMODiationa patronales. (Cet ouTrage a obtenu 

le premier prix au concoura deCham6riin,i8^.) Grand 
in-3 da 36i pages-, 189g. (E. I.) 10 fr. 

JOAKMIS (A.), Professeur à la Faculté des Sciences de 
Bordeaux, Chargé de Cours t la Faculté des Science* 
de Paria. — Traité de Chimie organiqne appliquée. 

(E.l.) 1 voinmea grand in-8 se vendant •éparémonl. 
Toai I ; Volume de 688 p., avec (Ig. ; 1896. 10 fr. 
Tous II : Volume de 718 p., avec fli;.; 1^6. i5 fr. 

LAPPAREMT (Henri de), Inspecteur général de l'Atri- 
culturo. — Le vin et lean-de-vio de vin. Introdae- 

lion. Influence des cépages, des climati, des toit, ete,, sur 
la jaalité du vin. Le raîiin, let oendtntei, viaijleatlon, 
*iait. Le vin après le dècufage. Eau-de-vie. 
légitlallau, Cr. iu-8 de 5^1 p. avec m Ile. 
ei ir, canes uans le texte; 1895. (E. I.) la Ir. 

LECHALAS (Georges), Ingénieur en Chef des Ponts et 
Chaussées. — Manuel de droit administratif. Serriee 

des Panis et Ckauisé^i et des Chemini vleinaux. ï volume* 
grand in-S, sa vendant aéparéroenl. (E. T. P.) 

nel det 






!t Ci-ai, 



eeapal 



nipluti. 



icipes d'ordre fiia 



n-8 de 



"USi 



i36 



pagps; 

Tous II ( l" Piriie) : Parlidpalioa del lier» aux dipeaiei 
det travaux publict. Adjudieationt. Faarniturei. Kigie. 
F.ntrepriset. Coneettioni. Or. in-8 de 397 p.; 18^3. 10 fr. 

— Il* PiRTiE : Principes généraux de police : Grande 
voirie. Simple police. Roulage. — Domaine public : 
Cantialanee et condition juridique. Délimitation. Kede- 
iiancet el pereepliont dioeriei. Produit! aatarelt. Con- 
criiioai. Occupalioni lemporairef.Gi.ln.A; iS^. 10 fr. 

LE VERRIER (U.), Ingénieur en chef det Mines, Pro- 

foi.eur BU Co"aer.aloira det Arts et Métier». — Métal- 
lurgie générale. Volumes grands iu-S (iS xili) se ven- 

— Procédés de ChauITage. Combutlibles solidei. Descrlu- 
t;>a det comhu,liblei. Combuitiblet arlificieU. Emploi 
des combatlibUl. Chauffage par nieclricic; Matériaux 
refraclmre,. OrgarnsMio,, dune u.iue métallurgique. 
Dountei numériqiiri. Volunii'de 367 pages a>ec 171 llg; 



. (E. I.) 



1 Ir. 



- Métallurgie générale. Procédés métallnrgiqneB et 

étude des métaux. .Hineraîi. Séchage. Calcinalion. 
Crilliige. Opciitiont rxiractivcs. Fu-ion et a^nage. 



(E.l.) Tîfr. 

LORENZ (H.), Ingénieur, Professeur à l'Universilé de 
Halle. — Machines Irigorifiqnes. Production et appli- 
calicnt du froid artificiel, l'rsduit de l'allemand par 
P. Petit, Professeur à la Farulle des Sciences de Kancy, 
Directeur de l'Ecole de Krasscrie, et J. Jiqlsi, Ingé- 
nieur civil. Grand in-8 de ix-186 pages, avec i3i H- 
gures; .8^8. (E. I.) 7 fr. 

MARTENS (A.), Dineleur du I.alioratoire royal d'etsaii 
A'. Itei'Jin-Charlolten bourg. — Traité doi BSSaïS déS 

mitériaux destinés à U construction des machines. 

Méthodes, Machines, ImUamemi de meture. Traduit 
de l'allemand avec Nutes et A:i:iexes, par PiEaaa 
KntL-ii,, Chef de la Section des Métaux au Laboratoire 
d'eMhais du ConscTvatuiie national das Arls et Métiers, 
ancii'n Directeur du I.abiirnloirc d'esiais de la C" P.- 
I..-M. Grand iii-8 (îi xiO, de «71 pages, avec 5i8 fi- 
gures el allBa(ti X16) de 3i planches; 1904. 5o fr. 
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Pour r«eevoir TOu^rage franco dtnsloi pays de i*Union 
poiUle, tjouter i fr. 
L«Toiuin«pourrannéei907paraitradaoslecour8dei9o5- 

- EXTRAIT DE LA CONNAISSANCE DES TEMPS, à 
l'usage des Ecoles d* Hydrographie et des marins du 
Commerce, pour l'an 1906, p ihlie depui» l'un 1880 par 
le Bureau des Longitudes. Grand iii-8; 1905. i Ir. 5o c. 

JOURNAL DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, publié par 
le Coniieil d'instruction de cet étalilUsement. 

I** Série, 64 Gahiert in-4i *vec figurea et pi looo fr. 

Tahle d^t matières et noms d'auteur i d«a 64 Cahiers de 
la l** Série, ln-4; if^g^. 3 fr. 

II* Série. Cahiers I à lll.iSgSà 1897, chaque Cahier. 10 fr. 
IV« Cahier, 1898. i3 fr. 

V* et VI* Cahiers, 1900, 1901 ; chaque Cahier. 

10 IV. 
VII* Cahier, 190Î. 12 fr. 

VIII- Cihier, igoS. 10 fr. 

IX* Cahier, 190'!. 10 fr. 

X* Cahier, 1905. 10 fr. 



VIII. — ENCYCLOPEDIE 

DIS 

TRAVAUX PUBUCS, 
ET ENCYCLOPÉDIE INDUSTRIELLE, 

rONDIBBa PAR M.-O. LBCHALAS, 

fofpertmir général 
d«s Ponu ei ChauBiée* eo retraite. 



ALHEILIQ, Inpénieur de la Marine, Ez-Prnfess<>ur à 
rifrole d'appllrjitlon du Génie maritime, et ROCHE (Ca- 
mille), Industriel, ancien ln{;eiii(«ur de la Marine. — 
Traité des machines à yapeur, rédigé conformément 

au »>rograiiimedu Cours *»e mnchittes à vapeur de l'Ecole 
Centrale, Deux volumes grand in-8% se Tendant sepa- 
rémi*nt. ( E. I.) 

ToMB I : Thermodynamique théorique et applicntiont. 
La machine à vapeur et Us métaux qui y sont 
employés . Puissance des mat hines, diofframmes indi~ 
cateurs, Freint. Dynantomètres. Calcul et disposi- 
tions de» organes d'une machine à vapeur. Régula- 
tion^ épures de détente ei de régulation, f héorie des 
mécanismes de distrihution, détente et changement 
de marche. Condensation, alimentetton. Pompes de 
service. Vol. de xi-6o4 p., avec 4 '3 Hg. ; 1896. ao fr. 

Tous II : Forces d'inertie. Moments moteurs, ^olanti. 
Begulaleurs. Description et ctatsi/ication des ma-^ 
chtnes à vapeur. Machines marines. Moteurs à gnt^ 
à pétrole rt à air chaud. Graissage^ joints et presse- 
étonpes. Montage des machines. Essais des moteurs. 
Passation des marchés. Prix de revient d* exploita" 
tion et de construction. Annexe: Note sur les servo- 
moteurs. Tahtes numériques. Volume de IV-S60 pagpa, 
avec a8i figures; i8q5. 18 fr. 

APPERT (Léon) et HENRIVAUX (Jules), Ingénieurs. — 

Verre et verrerie. Grand in-8, de 4^0 pages avec i3o 

fig. et un Atlas de i4 planches in-4; 189^1 (E. I.). ao fr. 

HUtiirique. Clattinoatlun. Composition. Action des afents pliytlqoet 
et chimiques. I*r«idaiii rirractaires. Pour», de verrerie Cooiuustililea. 
Terre* ordinaires. (Places et produits spéciaux. Verres de Bulidme. 
Cristal. Verres d'uplique Phares. Kt,ra!ts. KiiiafI Verres colorés. Mosaïque. 
Vitraoï. Verres durs. Verres U)alléat)l<>s. Verras durcis par la trempe. 
Etude iheoriiue ei pratique des défauts du verre. 

BEAUVERIE (J )« Docteur es scionces, char|;é d'un 
Cours »t des Travaux 1 ratiqiics d«* Botanique oppli lU^e 
à rUniers'i»' d« Lyon, Préparateur de Botanique gé- 
nérale. — Le Bois. 'Structure. Rapports entre la struc- 
ture et les qutiités du bois d*œuvre. Composition ei 
propriétés cnimiques. Caractères ei propriétés phy- 
siques. Production des bois, La forêt. Abatage des 



bois. Altérations ei défauts des bois d'eeuvre. Conser- 
vation des bois. Etude Sftéciate des bois utiles et des 
essences qui les produisent, liois tnditgrnrs et bois exo- 
tiques. Lf liège. La production du bois dons le monde. 
Boit des colonies françni^fs. (Uilixutitin drs bois. A»ec 
u- e Préface de Al. Dviiiai^e, Cons<>iMer d'Kiai, Direc- 
te-ir général des Kuux et F. .rets au Ministère «le l'agri- 
culture. Un volume en d> ux fi«scicu es grand in-8 
(25 X 16 ) de xi-i4oa p , avec 48j lig. (E. I.)j 1905. 

20 fr. 

BOURRT, Ingénieur des Arts et Manufactures. — Traité 
des industries Cérami^es. Terres coites. Produits 
réfractaire». Faïences. Grès. Porcelaines. Cr. io-S de 
7S5 page» avec 349 figure»; 1897. (E.l.) 20 fr. 

BRICKA (G.), Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées, 
lngeitl*'ur en Chef de la voie et des hAtimenu aui Che- 
mins de l'er de t'Biiit. — Coars de chemins de fer 

professé à l'Ecole natio'^ale des Ponts et C haussées, 
2 heaux volumes grand in-8 se vendant séparément 
(E. T. P.). *^ 

Tom 1 : Rtudes, — Construction. — Foie et apparmli 
de voie. Volume de viii-634 pages. Avec 826 figurea ; 
«'^Sî- 20 fr» 

Tous II : Matériel roulant et Traction, — Exploita^ 
Uon techni^ue^ Tarifs, — Dépenses de construction 
et d'exploitation, — Régime des eoncesêions, Che" 
mins de fer de systèmes divers. Volume de 709 p. 
Avec 177 figurea; 1894. ao fr. 

COLSON (G ), Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, 
Conseiller d'Etat. — Cours d'Economie politique pro- 
fesNeà l'Ecole nationale des Ponts et Chausnee», 3 vol. 
grand in-8 se vendant séparément (E. T. P. ). 

Tome I : Exposé général des Phénomènes économiques. 
Le travail et les questions ouvrières. Volume de 696 p.; 
190» • 10 fr.' 

Tome II : La propriété des biens corporels ei incorpo- 
rels. Le Commerce et la circulation. Volume de 774 pages ; 

1903. ,0 fr! 

Tome III : Les finances publiques et plus particulière^ 
ment les finances françaises. Les travaux publics. 

{En préparation.) 

GRONEAU (A.), Ingénieur de la Marine, Professeur à 
rKcole d'application du Génie maritime. — Architec- 
ture navale. — Construction pratique des navires 
de guerre. 2 volumes grand in-8 et un Atlas de 
II planches (B. 1.) 

Tome I : Plans et devis, — ^ Matériaux, — Assemblaeêt. 
Différents types de navires, — Charpente. — Revête^ 
ment de la coque et des ponts Grand in-8, de 339 
pages avec 3o5 figures et un Atlas de 11 planches 
in-4 doubles dont 2 en trois couleur* ; 1894. 18 fr. 

Tome II : Compartimentage, — Cuirassement. — Paeois 
et garde-corps, — Ouvertures pratiquées dans la 
coque, les ponts et les ctoitons. -— Pièces rappor-^ 
tées sur la coaue, — Fentilation, — Service d eau. 
— Gouvernails. — Corrosion et salissnre. — Poids 
et résistance des coques. Grand in-8 de 6t6 pages, 
avec 359 figures; 189). i5 fr. 

DBHARME (E.\ Ingénieur de la Compagnie du Midi, Pro- 
fesHeiir du Cours de Chemins de fer à l'Ecole Centrale, 
et PULIIf (A.), Ingénieur des Arts et Manufactures, 
Inspecteur principiil «In Chemin d-* fer du Nord. — Che- 
mins de fer. Matériel roulant. Réftistance des trains. 
Traction. Un volume grand in-8 de xxii-44i pages, 
avec 95 figures et i planche; 1891 ( E. 1.). i5 fr. 

— Etude de la Locomotive. La Chaudière. Gr. in-8 

de V1-60S p., avec i3i llg. et 2 pL; 1900 ( E. 1.) tô fr. 

— Etude de la Locomotive. Mécanisme. Ghflssis- Types 

de machiues. Un volume grand in-H de iv-712 p., avec 
388 tig. et un atlas in-4 de z8 pl. ; 190$ (E. 1.). jS fr. 
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Laanay (L. de). Ingénieur en chef de« Mines: — For- 
ma f ton des gîtes métallifères ou métaltogénie, a* édition 

OH')' 

Duquesnay, D recteur des manufactures de l'État. — 
Rfsistunce des matériaux. 3* édiliun (29 fig.)* 

Graaderye (L -l[.)i Injréaieur chimiste. — L'industrie de 
l*or (i.) Hjj.)« 

Périsse ( R.)i Ingénieur agronome. — Le chauffage des 
habitations par le» calorifères ( -^5 figO* 

Brunswick (E.-J.)i Ingénieur électricien, et Aliametf 
Ingénieur au chemin d » fer du Nor<l. — Consirnclion 
de< iu luits à courants continus. Manuel du bobiuier 
(53fig.). 

SECTION DU BIOLOGISTE. 

Étard (Â.), Examinateur des élèves à l'Ecole Polytech- 
nique. Les nouvelles théories chimiqueê, 3* édition 
(58 lig.). 

Leyaditi (D' G.)* — -^ nutrition dans ses rapports avec 
l' immunité, 

Labit (D' H.). Médecin principal de l'Armée, Membre de 
la société de Médecine publique et de Génie sanitaire, 
Lauréat de l'Académie de Médecine et de la Soi ieté 
d'Anthropologie. — L'eau potable et les maladies injec- 
lieuses. 

Bodin (E ), Professeur de Bactériologie à TUnÎTersilé 
de Ken nés. — liiologie générale des bactéries. 

Delobel ( J.)i Docteur en Médecine. — L* hygiène scolaire. 



Ghatin (A. )« Ancien Préparateur à l'hôpital Saint-Loiiis, 
Membre de l:i Société de Dermatolonie, et TreiD0Uàr«8 
(F.), ancien Interne de Thôpilal Saint Louis, Internes 
des Hôpitaux. — La Pelade (10 fig.). 

Labbé (H.). Chef de Lnboratoire à la Faculté de Méde- 
cine de Paris. — AnaUse ctànUtfue du sang ( 3 fig. ). 

Mathieu (Albert). Médecin de l'Hôpital Amiral, et ROQX 
(Jean-Gh. ), Ancien interne des Hôpitaux. — L'iaani- 
t'on chez les dyspeptiques et les nerveux. Séméiologie et 
traitement. 

ScblCBSing (Th.) fils, Membre de l'Institut. — Principes 
de Chimie agricole, 3* édition. 

Bodin (E.), Professeur de Bactériologie à riJniversiié de 
Kenn -8. — Les bactéries de l'air, de l'eau et du sol 
(2 Hg.) 

Kayser (Edmond), lngéni<fur agronome. — Les levures 
caractères mo» phologif/ues et physiologiques. Applica^ 
tiona des levures sélectionnées (^3 fig.). 

Charrin (A.), Médecin des hôpUuux de Paris. — Les 
po's tns de l'organisme. Poisons du tube digestif, a* édi- 
tion. 

Bôrard (L ), Chirurgien des Hôpitaux, et Potel (M.), 
Professeur ngregé à la Faculté de Médecine de Lyon. 
— Les formas chirurgicales de la tuberculose inles» 
linale, 

Berthault (P.), Professeur à l'École nationale d'Agricul- 
luie do Grignon. — Let prairies. Prairies artificielles 
et prairies temporaires (10 lig.). 



(Juillet 1906.) 
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JOURNAL 

l' DB 

L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, 

PUBLIÉ 

PAR LE CONSEir, D'mSTRUCTION 

DE CET ATABLISSEMBNT. 



H» SÉRIE. - ONZIÈME CAHIER. 




PARIS, 

GAUTHIEK-VILLAHS, IMPRIMËUR-LIBRAIRB 

DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. II H U R E A U DES LONGITUDES, 
Quai des Grands-AugUBliDS, 5i. 

1906 




QUAI DES GRANDS-AUGIISTINS, 55. A PARIS (6'). 

nanil cl l« praapfClus iletnllli-s Ji-s prineipam Ouvrages sonl cnvoyon liitico lUr /i 



EXTRAIT ni CATALOGUE 



GAUTHIER-VILLARS. 



DIVISIONS [)ll (;AT,\l.{KiUE 

OuTrages sur les Sciences malbématiquea et physique* ( Voir p«f.e i . ] 
Collection des Œuvres des grauds Géomètres ( ''<••' [nffo m.) 
Collection de traductions dOuvraga» sciantifiquei. {f'air pagp ii.j 
Bibliothèque des Actualités scientitiques < fWr pngi' n.) 
Bibliothèque photographique < loir |.n|ici iJ.) 



TU Recueils scieutlliques |iiinil-<uiiit 
TIII Encyclopédie des Travaux puhli 



IZ. Encyclopédie 



et Encyclopâdie indattrielle, I 

'"'"' i'"e'- ■»■) 

itifique dea Aide-Mémoire, imlilié" »oiis la direi 



ml Collectio.» 

r M.-C. 1jU:iial. 



(*•<.-> p. 17-1 



1 lie H LÊtLTF, IHemhre <l 



I. — OUVBAGES SOH LES SCIENCES 
lIATliÉMATIQUES ET PHYSIQUES. 



p«Be! 



igo^. 



W^TT, 



) de 



ABIUBAM (Henri). Mnliro de fonfcrnn.r. ■ VËraU 
Narmulc supiTii-iirc, Svcrelaire gL-nél'iii de U Socli^lc 
rfanvaise Aa Phjaiqiie. — Recueil d'ezpérienoai élé- 
manUirsB de Physique, publtv aveu In cul lubn ration de 
nonibrEin phy^cioni.. Deax volume, in-8 ( a3 X li). 
1" P*»7lii ; Tr^yaux d'aietitr. Cèométnt ti Mécanique. 

, A-iA-MMfi'^ae. Chaleur. Vol. de xl^-^i^ paee» «vii 

' *M AKurei; loo^. 

Ilraohé-... î ff. 75 ï- I Carlonné toile.... 5 fi' 
II* K*»Tlï : JcoiislifHe, O/iIl'f tu. Electricité cl Magiii- 
titatt. Vol. do \ii-ir>'| pages avec 434 Heure»; iyo4, 

Um'he..., l-lr. i,Sc. | Carlonne.... 7 tr. Jo c 

ABRAHAH (HeurlMi LANQEVIN (Paul), —.Le! 
quantités élémentairei d'électricité : lent, Elec- 
trons, Corpuscules. Voluuiu griiud in.H ( iri .< iG) ilt 

(ÛHi Je Méiaoiiet publiie par la StidéU française di 

MbOTER ( H.). M.ltre de confe.-PnM, h F.clié do. 

Sciences de Paris. ^Leçons anr la Théorie des Formel 
et la fiéométrie analytique anpirieure, i <" - 

Hadi, ■ " ■■■--- '■-.—' 



ANGOT <A.). Mol<j...-.,loci'le liluUiri-si. Biirriiii Cci.lrol 
noioaroloei'iiiï. - Traité élémentaire de Hétéoro- 
agie. a' édilioii. ln-8 iîôx 16) de /(ti pngB» «vbc 
!■' Ilgiirei et '1 planchesi igafi. 11 l'r. 

ANGDT (A.). — iMlrncUons néWorologiqnai. J- édi- 

'ion, enlièromont rrl'undue. Ht. iii-S, »>cc (Igiirei ot 

plunobea, suivi dn nambrouiei Tablei poi " " 



ANGOT (Allred). ~ 
ro logiques, tn-8, xvec 

APPELL |P.).«™lirBt 
Prolessoiir a l'Etola ( 

niqne élémentaire, • 



19; 1903. 

ALrégé des InatmcUons météo- 

ivec ligures; 190Î. 1 fr. 5o c. 

reda l'Inslilut, el CHAPPDIS ( J.). 

" ' ' - Letona ds Méea- 



à I ■uia-e des élèyri de la elaite de Slatki- 



19^0. 



ip de l'Obac 



e do Lyon, Pi'j< 



APPELL ^P.\ Moiubru du l'iuiiiKii. — Cours de Héca- 
oique ï l'usage des ElèTes de la dasas de H «thé- 
matiques apéclates, ï.-u lormt i-u iir-gmiiin.u dii 
■>-) juill.'l iijii'i. In-W, iiv.T iW (Iguroi, J'édilioii; iqoJ. 



d'Aatronomie itallaire. : 

I» P*ntii : Etailri limpUt. 



trc 1^ Rgurenet 1 planclii's 

9 Ti' 

■( mulUplc, ama, .lellairr. 



APPELL (Paul), Mi-mbre d» 
Mécanique rationnelle {V.i 
laciille do» Seieiirok). ï vului; 



entièrement leront 



tut. — Traltd de 

n Méei nique dp la 
iid in-e, «e vendoDl 



— 2 - 



Tome II. — Dynamique des nysirmes. Mécanii(ne ana 
h tique, a* édition entièrement refondue, iitim- 
99 'figures; igo'i. 16 t'i . 

ToMK 111. — Equllîbrir et mcu%^ement des milieu i 
cttntinua. Avec 70 H{;ur"s; 1902. i-; l**. 

APPELL (P.)- — Éléments d'Analyse math émi tique 

« i'ttstiffr ties ingénieurs et lies f hysici-.ns. (C.ouis i.r«»- 
fessé à PHroli* cenlrale ilt's Arts el Manulntîtiiri'?* ". 
a* éilition. Grand in-S (:î5;-. iO) de \1r-714 p.. «vi-c 
319 fi{r., cartoiini' a rnni^laiiic : 1903. 'à!\ fr. 

ARMAGNAT H.). - La Bobine d'induction. In-s 

( 33 '.' i4 ) d«* vi->^î p., avec 109 li{;., rart. ; \\)f\'i. .') IV. 

ARNAUDEAU (A.), (nj^éiiitMir civil, ancien Ëlèvo do 
l'Éctdo Polytechnique. — Tables des intérêts compo- 
sés, annuités et amortissements poui tles taux va- 
riant de diriènies en unièmes et Ues époques variant 
dif 100 à \iHi suivant /es taux. Avec une Prt!'fa<'C «le 
A. AcHARD. (îiand in-S ( u<S x m) de xii-(i5)-i.!) 
pa|re8; 1906. im Tr. 

ARNOUX^ Gabriel ). ancien Officier de Marine. - Essais 

de Psychologie et de Métaphysique positives. - 
Arithmatique graphique, -i vunimeb (;rnnd in >< 
( '.') .< l'i). Si" vendant s«*parcni('nt. 

— Les etpaees arithmètie/uei hypermagit/ues. Avec nom- 
breuses ti|,'ures et i plani'he enrouleurs. 

Velin (i Ir. j Papier h liluuJe. 8 fr. 

— Introduction ii /'étude des fonctions arithmètir/uet, 
avec 0.') fi|{ures ; i||0<>. - ir. 5o c. 

ATLAS PHOTOGRAPHIQUE DE LA LDNE, publié par 
l'Obierratoire de Pans, exécuté par M. Lorwt, Dh-i'i- 

teur de l'Observateire, et P. PriSBUx, .Astronome adjoint 
à l'dbservaioire. 8 ra^ciculcK 1896-1897-1898-1899-1900- 
i9r)2-i9o;}-ifjn'|. 

Chaque fascicule comprend un volume iu-4 de ^o ii 

60 p. et un Atlas de 6 ou 7 pi. in-folio (6^x80). 

Prix do chaque fascicule. 3o fr. 

AUERBAGA (D' Félix), Professeur ii V\ niversité d'Iéna. 

— La Dominatrice du Monde et son ombre, ('(jn- 

fèrence sur l'énergie et l'entropie. Éilitiun fran^;aibt' 
publiée avec rassentiment de Vaiitcur par le D' Y. 
RoBRKT-TissoT. medccin h La Chaiix-de-Fonds (Suisse ). 
Préface «le Ch.-F.d. Oiii.i.aimi.. DiiecKîur adjoint dn Bu- 
reau international drs Poids et mesures. In-iO (19 ^ l 'j ) 
de xv-S<» pa^es; njo"), y ir. '?.» c. 

AUTONNE (Léon), lii;;énieur des Ponts et Giiaussêcs. 
Maitre de i-unferences a la Faculté des Sciences de 

rrniversiie cUî i.)on. — Sur les formes mixtes. <ir. 
in-8 (2') -, l'î) fie 19') |ia|;es avi*i' fij^iires-, 1906. ?< fr. 

BARBARIN ( P. 1, ProfensiMir de Malheinaliipu's supc- 

l'ieures au lycée de Rorcli>aux. — Géométrie non eu- 
clidienne. I vol. iii-8 ccu ( .îo >: i3) de Sj pajjes, u\ec 
19 li(;ures et 3 p]aiteh«>s hors texte, cartonné (6'. S.); 
19"'- J'- fi'. 

BERTHELOT (M.), Sénateur, S(>crélaire perpétuel de 
l'Académie des Seîi'nc<'S, Professeur au Collège de 

France. Les carbures d'hydrogène (1861-1901). 

Rec/iere/ies expérimentales. Trois voIuuk^s {^rand iii-S; 



BESSON (Paul), Ingénieur d<>-; Arts et Manufaclurcs. — 

Le Radium et la Radioactivité. Propriétés générales. 

Emplois mètlîcun.r. Iii-i<) (19x13) de iv-170 )iai;ea 
ejiviron, avi'c ».{ Ii];ures; 190 j. ■.» fr. 7') c. 

BIGOUROAN (G.). — Les éclipses de Soleil. Instmc- 

tiofis sommaires sur les ôàser%'ations que l*on peut Jatre 

in-8 (a'Jxi.'») de 
3 fr. 5o c. 



pendant ces échoues. Vtï volume il 
il>7 pages, avec .{o figures; 190.S. 



1901, se viMidant ensemble. 



/. r» 



') fr. 



BERTHELOT (M.). - Traité pratique de Galorimétrie 

chimique. J'ediiion, revue, corrigée etaii;;meiitee. Vol 
in -8 ( -i >. i.^ ) de Mii-.Ji7 p., avec 27 tig ; 1905. 6 fr. 

BERTHELOT (M). — Archéologie et Histoire des 

Sciences; -«vec publicat'mi ii<ni\f le di Papyrus gn 1 
chimiquir dr I.eyde et inipres«ioii oi-i;;inal" du I.iber <li 
Siptuagenta de (ifber. Iii-î ' '*^ - :'.'*) de J — |'"g'*- 
avtM' 8 fignrc>; ii|0«i. ' 13 n. 



BERTHELOT 1 M. ;. -- Traité pratique de l'analyse des 
gdZ. (irjnd in-S ( j5 jij , J,. i\.',8l pages av»'c pn^ 
ligures; h,*.*.. ,- |>, 



BLONDLOT ( R. ), Correspondant de l'Instilul. Profes- 
seur a rrniversiie de Mancy. — Rayons « N ». Kecueil 
des Coiiiniiinicatioiis faites a l'Académie des Sciences 
avec des .Wi^rf complémentaires et avec Instruction 
pour la confcclion des écrans phosphorescents. I11-16 
(19x1:4) de V1-7H pages, avec figures, i planche et 
I écran phosphorescent; 190/). u fr. 

BOLTZMANN (L.), Professeur à l'Universilé de Leipzig. 
— Leçons sur la théorie des gaz, avec une intro- 
duction et des iVore« de M. Brillouin, Professeur au 
Collège de Fhifii*e. 3 volumes grand iii-8. 
V* Partie, traduite par .-/. (wullottij ancien Klève dn 
l'Hcole Normale supérieure, Professeur an Lycée 
d'Orléans, avec figures; 190J. S fr. 

Il* pARTTr, tradniti" par A. Gallntti rt H. Bénarti. 
aneiriifc F.lëvi's de Ttcole Normale, avec figure»; 
i9«ij . 10 fr. 

BOREL (Emile), Maitre de Conférences ii l'École Nor- 
male supérieure. — G(rflecti«H ée mono^pbies sur 

la Théorie des fonctions, publié*' sons la direction de 
K. ItiiRhL. Volunii's grand in-8 ( »!> .-. i<>) se vendant 
séparenieiit. 

leçons sur la théorie des fonciions ( Eléments de /« 
théorie des ensembles et applications), par I*!hilk Korel; 
iSyM. .^ fr. r>o r. 

I^çoff sur les Jonctions entières, pMrE. Borël; igoo. 

3 fr. 5o c. 

Leçons sur les séries divergentes, par E. Korkl; 1901. 

4 fr. DO c. 
Leçons sur les séries à termes positifsy professées au 

Collège de France, par K. Borèl, r«6uerlliea et i^digéct 
pur KoiiKRT D'ADiieMAB; 1902. 3 fr. 5o c. 

l,e{-ons sur les fonctions méromorphes^ professées au 
Collège de France, par K. Hoiikl, recueillies «i rédigées 
par Ludovic: Zoaimi; 1903. 3 fr. ho c. 

Leçetns 9ur V intégrtHion et lu recherche des fondions 
primitives, profes«jec«s nn Collège de France, par Hvnri 
Lkrih.ik, i9o'|. 3 iV. 5o c. 

Levons sur les fonctions de variables réelles et leur 
représentation par des séries de poh-nomes^ fn'ofess^s 
à l'Kctdr Normale siipérieiire par Kmilf Rorel et 
léfru'ées par ^Iavricf. Fhkcbkt, avec des >iolos ilo 
P\rL PAnLi.viiet IIk>ri Lebésgui:. Volume de viii-itio p., 
avce 8 ligures; 190.'». .^ f r. 5o C. 

Lreoiis sur les fonctions discontinue.^, professées au 
Ccdie'ge de France, par hmK Kairk, Maitre de Cou*- 
férences à la Fanilte rfw Scîeire<»s de MontpelHer, et 
rédi|;ces par .-/. Ih'njoy. Klévc de l'Kcole Normale «i- 
périenre. \ olume «le viu-r-»8 pages; 1905. 3 fr. bo c. 

Le calcul des résidus et ses applications à (n thénrie 
des fonctionsy par Fhnst Linullôf; njoS. 3 fr. 5o c. 

Leçons sur les sénés frii^onométriquej, professées au 
Collège de France par IIk^ri LiRCScun; 1906 3 fr. .So c. 

BOSSERT f J.K Astioiionie à rObservatoire de Paria. — 

Catalogue d'étoiles brillantes ^/<ï5r/«*'rt«x-^*/roiiom«'x, 

f oMi-fturs, Ingenieurx et Marins, ln-4 (-8 X- ^'^t^^ <!*• 
\\-";o pa;;es; iij«»G. 7 ^^' '^^ ^* 

BOUASSE I H.}, Professeur de Phyii()uo à rrniv.»rsilé de 
l.iiiiiMi e. — Mécanique : Essai des matériaux. Ao- 

t oi.'s findamciit<ilf\ relatives au.r dèJormationA réas- 
(itfury et perniiine.i/eî Crand iii-8. (aSxi'J) de 
I '>M piijM'S uwv :t\ ti{;nres; i9'»'>. J> fr. 



BOUASSE (H.) 

In -S cru I .M» 
Cartonné. 



— Bases physiques de la musique 

i.'{) de MJ pages avec 8 figures; 1906 

a ir. 



« Pwis. - TMo 



BDUBDON. - Application da l'Algèbre à la (Uomé- 

IriSi [ompri'niiit li Cwuiaétrie laulïliqui' " drax ni ii 
Irois [liiuiHiiiutit. 9* àdiliun, rame ol onoolee par 
GniCaH D^rioai, ln-8, aiec pi, ^douuihi lirifs); ii^li 
[AJopit yau- rUni^rniU.) t, fr. 

nOSSIMBSQ (J.), M.'mbri'<ler 
Fsculti! ik-b Si^ieiieaa de l'IInivei 

rt« tnaljtlqiu di la duJemr, 

la Tfaernioiljriiuiiiiqac el avec la Tbcorio miicaiiiqse de 
ULuiuièro. (Coiiu nK l>Ht9igi'E matiiEhitioek dk l> F«- 

CSLTt BU SCUKCES, ) [UlU. IWlumM ((TUmI ilt-8 M MB- 

TOM I : Pr»iUm*é géléraax. VolWM cl* iini- 
1^ P*4{C* >*«■: li êguret; iiyii. la fr, 

To» Il : Refroidiiatmittt et éehauff-meni /lar rayoH- 
netatnt. Collductibîlilé dtl ligei. laiart el maises tj-'ùlal- 
linei. Cuuraiilt de tam-rctieu. Théorie aiéeajiifut -U In 
lamirre. Valuiuu île iiiiii-6a5 psgeii ig'.ii. 18 fr. 



BSILLOUIN ( Harc«l 1. Pro(<ue<«- g<i IM].'s.^ de tViion 
— LBça«s iiir la ViscoEité des liquides et des gai 

l"*P..Iir, Criicr.,Ul^,. lUtoût* d«t t.f^i.Ulr< 

Valaïue Je iii-iaK p*8««. i<*«C 6> tiflUivc, tatn, g f>' 

11' TaHKk- riuBUié dit f". ThtarMÈ m<.UiXiM4rf^. 

BMCA (AMdN), ProtBSMur ngréRé >le Pltriiii.c li I. 
henlié de Hédpcine. — La télégraphie lani fil 

1* édition entièrement rrroniliie. ln-18 it'siis avec 

Si Hguran; iip^. '1 fr. 

CARTE de l'éçlipse taUle de SoleU dei 29-30 août 1905 

Lieu dtl pniiili d'où l'on ptut .■« nbttn-cr ht /iliaiei. 
Carte dieïsiw toas. In dlreclîoii du Biireuu dei I,imi|ti- 
lude», de format (no.': roi}. l'Iire sous cnuverlnrr 
(îSx.ei; .^.j. 1 fr- 5t.-. 

CATALOGUE INTERHATIDNALDE LA LITTÉRATURE 
SCIENTIFIQUE, (wbtié p.r aua Ciixuii^iio. îiiKti». 

.,___. , . _ .. _ ._ .. .^ I,, HFogtor Uorley 



G. Minèraloai". 


lo.Ci 


H. Oéologif. 


»0,65 




ao,H:> 


K. PïlùonlnLaeie. 


■ 3,10 


L. BioloijiB Bùoétalc. 


i3.ia 


U. IMuiit|iM. 


46,90 


V. /oDlogie. 


48.75 




.8,7s 


e. Aothrapoloiits iihfsiice. 


.a.,s 


y. Phyaiolneie. 


4*. 75 




iG.ïi 



Ll Tralilùma asiiAe fornte 11 voliimo r|i>l «ont du 

lion et Ict laKi- 
Deiiii^mi' et do 

CBAIIOZ(A.-H.). Doclour é« «cie-.cE phyalquei. !)•»- 

isi.r i-ii medi'clitE. — Rechereties eipârin entai es 
îoatscts liquides. ( Am-al.; ir rLn,.f<iu .h 

«t«ll« M U I . «i«Uï". ■ucdeeii.e. nvuuU 18,) 

<-e ( îS .-- ifi) de 101 uaR<>< 1»™ flnur»»: ts"'>' 

5fr. 

CONGRÈS INTERNATIONAL DE CBRONOMÉTRIE. f.. 

iioiltiuii uiihiTiellf il<> ii|'><>. - Comptes rendus des 
Traiatis, Procës-verbatix, Rapports et HëniDires 

r„ Kicmn et P. DC Viïssjï. Secrétaire», \t\-\ oveï ilfr; 



<au.ire des Art. et Mstien, nndeti Pr[>re«icur de M>- 
lhemDlli|ue> ipt-ciuli-* nu collège Cbapisl. — Cours ds 
MathémaUiniel » l'usage d« CindidiU t l'Ecole Polr- 
technique, î l'Ecole Nnnoile «upérieare et k l'Ecole 
centrale det Arl> et Mariufaeturea. j toI. In -t. avec fli. 

Chaque Volame ■•lenda^paremeut: 

To«« I": Aiilhmétiijuc t\ Algèbre élimcalair, {tiKc 
IB figure» ). ^' édition; 1900. 10 fr. 

On vend a pari : 



.. Pria 



inbU' 



Cbaqur- 






1^ 


!M-ll.emnli.|.i.^s. 


H. 




C. 


Ph]r.ique. 


D 


Chimie, 


B. 




V. 


M.lr.rolo,.ie, 


G 


Hii>i>ritloei<'. 


H 


Uéclo|;ie. 


J. 


Géogr.i,hie. 


K 


Paleoulolonie. 


1,. 


Biologie Benïmle. 


M 


Bolnniiue, 








Annlomie huniain<^ 


P 


iiil!>rnpnlOBiG phï^^ 


y 


Pt.ïH<.loEic. 




Biirlt!rJi.loi:Jc. 






M 


«niemhle. 

ue fi^rieulu m t«a 


A 




B 




C 


PbT«qoe. 


D 


Chimie. 


e 


Aatronoo.i.^. 


I-- 


Mtiléorolu^i*. 



ToMs m ! Ateibre luptrieurt. I" Partie : Compté- 
ucntid-A/gtbrr fUmellaire (,Délermiu>u.ll. fraction» eOH- 
umuts, aie.). - C'Mt'iA'i'M'. — 5<rn«. — E^m^r dn 
FoHrUoRi. — Dèrirtei ti DiffémlieUn. — Premirri 
urineipti du CaUal intégral. %• edilisu [iu-768 p^n). 
>i>ec ID flEurea; 1904. '^ '•'■ 

To«i IV : At^brt •uprneurc. IfParlie : Kladi dtl ima- 
■ inairei.Tkiorit ginéroU Je» équaùt-nl. 1' 6diti'>n (xint- 
13. paBea).»vec6ÎBgu.e.i 1890. .5fr, 

CONGRÈS INTERNATIONAL DES MATHËHATICIENS 

(Ëipo^ilioii uaiti-ri'lle dr i9"'>). — Rapsorls pré- 

seotés au Congrès international des llatb^Diatl 

E. OwoaLO. Serrvtuire ireûernl. firuird ln-R;.903. 16 fr. 

CONGRÈS INTERNATIONAL DE PHYSIQUE, E.p™ition 

iiui<'-r«<.ii.' de •[>u'>. - Travaiutdu Congrès iUenta- 
tionalde Phjsiqae, f*urii» l'ariseu lym., «ou» i«am- 
pici-i de la &Dciet« rr.iii^afue d« Pbjïliftie. raatemblea 

' et publie» par Ca.-Eo. CuiLUina el L. Powctik. Secre- 
isirea génerju» du Co>i[tti* .'i ïoh.mea gr. io-S. itec flij. 

luua I. II et III : Bapforlt f^tiraltt au Congrit; ii|a«. 
Lea 3 tulanu* tnaenble. -'•o lï. 

ToMS IV : Pro-^i-Uf'*aar. 4<i-frri Liitr du /Hem- 



- V - 



On vend tèparémeiit : 

l'OMB I : Questions générales. Métrologie. Physique mé- 
canique. Physique moléculaire; 1^00. i8 fr. 

TouB II : Optique. Électricité. Magnétisme ; 1900. 18 l'r. 

ToMB m : Èlectro'Optique et Ionisation. Applications. 
Physique cosmique. Physique biologique ; 1900. 18 fr. 

GONSTAN (P.)f ancien Elève de l'EcoIo Navale, Ex-En- 
seigne de vaisseau, Professeur d'Hydrographie de la 
marine. — Cours élémentaire d'i^stronomie et de 

Navigation/ à l'usage des Capitaines au long cours et 
des Elevés des Ecoles d'Hydrographie, a volumes grand 
in>8 (35 X 16) avec Dombreuses figures se vendant sé- 
parément. {Ouvrage en harmonie avec les derniers pro- 
grammes des examens pour les brevets de Capitaine au 
long cours* ) 

Tome I : Astronomie, Vol. de iv-2i5 p. avec i38 fig. ; 
1903. 7 fr. Soc. 

Tome 11. Navigation, Vol. deiv-3oo p. avec 139 flg. et 
3 planches; 1904. 8 fr. ôoc. 

GONSTAN (P.). — Tables graphioues d'azimut 
permettant de déterminer sans calculs et sans 

constructions : le relèvrment et la hauteur d'un aàtre 
quelconque; le nom d'un astre observé^ l' instant tu 
lever et du coucher frai d'un astre et son relè%ement ; 
l'instant -tes circonstances favorable» au calcul d'heure 
et la hauteur correspondante ; le coefficient de Pagel; 
les éléments nécessaires pour naviguer par l'arc du 
grand cercle, ln-4 (28 x '23,5) de \i pages; i90(>. 

3 fr. 

CORNU (A.), Membre de rinstitut et du Bureau dos 

Louçitudes. — Notices sur l'Electricité. Electricité 

statique et dynamique. Production ci transport de l'e- 
nergte électrique; avec une Préface de A. Putikr, 
Membre de Tlnstitut. (Notices «'xtraitcs de V Annuaire 
du Bureau des Longitudes,) In-iG (r9 x ja), avec Hg. ; 
1904» 5 fr. 

COUTURAT (Louis). — L* Algèbre de la Logique 
{Collection Scientia). ln-8 ocu ( ao xi3) de uo p., 
cartonné; 1905. 1 h*. 

CURIE (M*"* S.). — Recherches sur les substances 

radioactives, a* édition, (iraud in-S (.'T) x iG ) tlu 10') 
pages, avec \l\ figures; 1904. 5 IV. 

DACUNHA (A.), Ingôniour des Arts cl Maiiulactiires. - 
L'année technique (1906 . Accidents du travail. 
Chauffage et distrihution d'eau dans Ici maisons. Tra- 
vaux publics et coiiKfructio't. Locomotion. A\ec Préfaci- 
de Altrf.d Pii.ARD; Membre de l'Institut. Grand iu-8 di- 
xii-a.H^ pages avec \'^\ ligures; i9<i<j. W l'r. ^wv. 

— Les années prècéilentes se v<Midcnt chacune 3 fr. 3oc 

OARBOUX (G.), Mcml)re de riustitni, Doyen ilo la Fa- 
culté des Sciences. —Leçons sur la Théorie générale det 
surfaces et les applications géométriques du Calcul in 

finitésimal. 4 vol. gr.iu-8, av.lig., ne veudaii t sepaiémenl 

l'* PAaril : Généralités. — Coordonnées cnrviltgnes. - 
Sur] aces minima; '.887. i5 l'r 

11* Partis : Les conitruences et les équations linéaire^ 
aux dérivées partielles. — Des lignes tracées sur le. 
surfaces; 1889. i5 fr. 

III* Partir: Lignes géodrsiques et courbure géodésique. 
— Paramètres différentiels. — Déformation des sur- 
faces; 189^. i5 fr. 

IV* et dernière Partie: Déformation infiniment petitt 
et représentation spheriifiie; i8<jG. i5 !'•• 

DARBOUX (G.).-- Étude sur le développement des 
méthodes géométriques. lue li> *'{ sepiembrc i<)o'|, 

uu (Congrès (l«>s S<i<'ine> «'t «!■ s Ai'ls. a Saiiit-I unis. Hi-o- 
churtr iu-S ( »5 ^. Hî) di' «s pajM-s ; mj(i5. i l'r. ."in c. 

DESLOT (Paul). Innénieur ai'iononie. Plaiit''ur à Maila- 

gahcur. — La culture pratique du cocotier sur la 
cdte nord-ouest de Madagascar. In-s {•ï.\.<\\) de 

4') pages; njD.T. i fr. .Soc. 



DOSTOR (6.), Docteur è» Sciences, Profrsseur A la Fa- 
culté d<*s Sciences de I Université ratholi<|uc <1c P.nris. — 

Eléments de la théorie des déterminants, avec ap- 
plications à l'Algèbre, la Trigonométrie et la Géométrie 
analytique dans le plan et dans l'espace, ln-8 deixxui- 
M'n pages. 3* édition (nouveau tirage); 1905. 8 fr. 

DUCROT (André), Ancien Élève de T Écolo Polytech- 
niauc. — Presses modernes typographiques, ln-4 
( 28 X '^3) de 16a p., avec i'|i flg.; 1904. 7 fr. 5o c. 

DUHEM ( Pierre ), Correspondant de l'Institut de France, 
Professeur de Physiqua théorique à la Faculté des 

Sciences de Rordeaui. — Recherches sur l'Hydrody- 
namique. Deux volumes in-^ »c vendant séparément. 

I" .Sérib : Principes fondamentaux de l'hydrodyna- 
mique. Propagation des discontinuités, des ondes, des 
quasi-ondes, avec 18 figures; 1903. jo fr. 

Il* Sérip. : Les conditions aux limites. Le théorème de 
Lagrange et la viscosité. J.es coefficients de viscosité et 
la viscosité au voisinage de Cvtat critique ; avec figun'S ; 
1904. 7 fr. 5o c. 

DUHEM (Pierre). —Recherches sur l'Elasticité. Dt, 

l'équilibre du mouvement des milieux vitreux. Les mi- 
lieux vitreux pi u deformét. La stubilit • det milieux 
élastiques. Propriétés générales des ondes dans les mi- 
lieux visqueux et non visqueux, \\\-!\ (28 X 23) de 
a 18 pages; 1900. la fr. 

ENCYCLOPÉDIE DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
PU.tES ET APPLIQUÉES, publiée sous les auspices 
des Académies des Sciences de (votiixgub, de Lki^zig. 
de MiNiCH et de Viii?i^R. Edition française, publiée 
d'après l'édition allemande, sous la direction do Joli.s 
MoLK, Professeur ii l'Université de Nancy, avec le 
concours de nombreux savants et professeurs français. 

L'édition française de V Encyclopédie est publiée en 
7 tomes formant chacun 3 ou~4 volumes de ?oo à 3oo 
pages grand in -8. qui paraissent en fssrieules de 
10 feuilles environ. 

L<> prix de chaque faieicule sera d'environ 5 fr. 

TOIHEl: Al.dKURK. 
VoLt-ME I : Arithmétique. 

l'AKCicuiB 1 : Principes fondamentaux fc C .Irithniétique ; 
exposé, d'aprèbll. SciUBERT, par J. Tan?irry rt J Moi». 
— Annhse combinatoirr et théorie des dèt r minants; 
«•xpo^e, d'uprës E \eito, f»nr H. Vo«;t. — Aooêbres 
irrationnels et limites; expo«é, d'après A rRi.X'.sniiM, 
pai- .1. MoLK, 1901. 5 Ir. 

VoLiMR 111 : Théorie des Nombres. 

I ,\*>cici:Lfc 1 : Propositions élcmentaites do lu thèo.'ie des 

nombres : ix'.u.si', <rfti»rr* I* h r;ini\"r. pî»v Kd M»ii.'-kT. 

Théorie orilhuiéliqur des f omit s; expose. d*apri»s 

K. Tu. Vaiii.b*, par E ('\hk^. \\\o(^t. 3 fr. 

VoLi-MR IV : Calcul des probabilités. 
Théorie des erreurs. Applications diverses. 

lASt.KiLh I : itilvul des prohabiltlês : expose, d'sprê» 

K CziniR, pir J I.k Rotx. - CaU-^l de i différences 

et interpolation; exposé, d'après D. SÉl. vanov et J. Kai*- 

sciiiM'.fR, par H. Amdoykr, 1906. 3 fr. 

{ Demander le pr<»\pfctus spécial,) 

FASSBINDER (Ch.). Professeur du C»ur3 pëparatoin» 
a l'Keol • iinvjile nu Tollèf^o Stanislas. — Théorie et 

pratique des approximations numériques, ln-s 

( >:i - \\) de \i-qi pajîes aver 4 ligures; itjoti. 3 fr. 

FINE lE.). — Précis d Analyse chimique. > v,,!. 

In-i<i ( 19 ■ 1 ? ';. 

^^' PAiniK : -f nul) se qualitative. 2" édition revue et 
«•(irrigee. \«d,«le \-f]\ pagen, avec i» figures, cirtouné 
h l'anglaise; i||o'l. 3 fr. 5o c. 

Il' P*RTi» : Analyse quantitative, {Sous pres.te). 

FORCRAND ( R. de), Correspon<lanl de l'Institut, Pro- 
fesseur a la Kaeuliedes Sciences, Directeur de rinstitut 
de Chimie de l'I niversité de Montpellier. -^ Cours de 



CUfllîS i ^age dei éliullaHU du P. C. JV. 0«\\x ri> 
liimu lti-6 ( i3 x i4 1 se veiidkiil (épnrétucnl. 

lama 1 : Ginéraliiéi. Chimit mlniraU. Volumo <ii 
l^3ïS pago nvor ifi fieiire»; igoS. fi fr 



: Chimie orgamgae. Cklm 

3i7p. ovEc ans-; .0»:., 



FRERET (F.). Profeneur hononire de U Pact.IU d. 
Sdencuda LjoD, —Rsci)«it d'Esareicfli inr la Calcul 
inUDitéiimal. OuTraee deaiiné *ui Cindidau à l'Ëcolt 
Poljwchalqiie et ï l'École Normile el ï la licence, 
d* édition, «ugroenléo d'un .appendice lur In rtiidut, 
Ici /onclioni eilipliquei, ici eqaalioni eux dcrivtci 
partie.lci.iet equatwiu aux^ liigéreutietta 'o'«lei. par 11 






FHETCINET (Ch do). 



'adniiasioij i l'École Poljrlech- 
; i!i"'i. 8fr. 

~ Sur las principal da la 

De l'expérience an Géoiaé- 



FRILLBT. Las procédés de commande A distance 
au mofen da l'Électricité. Vi>lunie în-ili iii| ■ n ) 
•le n-190 piRi'i B»OF ;i1 ngurcs ; ino'i, 3 (r. Se <: 

GANDILLOT I Uaunce ) — Essai sur la ;gamme. In-a 



GARÇON (Julaij, liici.^ù'ur OiimMo. - RéPertoira 
général ou Dictionnaire méthodique de Bibliogra- 
phia des Indnitries tinctoriales et das Industiies 

1896, { TccT^Josié *rc'A'i^/e'!)*Ou.™Be''ho'iiorT"[u 
grand prii décennal Daniel Dolll'ui da U Soricti 
iaduilrielle de Mulhouse. 1 Tulumei grand În-S, i638 p., 
plus un Totuma de Table». Prix de I 



grand in- 
planchaa 

Texte 


, «Teo tlgare» el un allai cano 
5 fr. 1 Atlas 


nnéd. libelle 
. 5 fr. 


ODEFROT 
dp Murkei 

\»BC«ue 
det Stlenr 


H.t.fDMinllH'LnindelaFacu 

ri'face Je !.. .Suïnr.f, Ppolctse 
C5 .!<■ >lnr«pille. tlrai.d in-S a 


ê des Soif r.0[> 

des séries 

ira U Fa.'iill.- 
oeflg., ,,,n;î 



î •oiumee grand in- 

Toms f: Dérwett e 

Déftloppemetili ea ti 

liinte Ile vi-Ciu p., a 
TOME II: Théorie d. 

,l!ff,'re..titltri. É-jiia 
menit de ealtnl dei 



differentietlet. InUgrattt déjtiif 
•'■ -^pylicotloai geoméirigaei. \ 
oc Si llgureai igm, lu f 



analjrlifue,. 
Urireat parti: 



i ligurii 



..,0^- 



. VnliK 



'"^tP 



GRANGER ( Âlbsrt ), Pr^loxcur de Chimie et da Tcr.Uno- 
li>lt>p crir>tn!i|iie * l'Ecole d'Appllcalioii de la Maiiu- 
n.ct.ifo naimn:ili> de Sûtre». — La CéramiqQS 
induStriellS. Chimie. Ti-cl,Hotagie{V,\\<\ml\\U\ai- locli.1.1. 
locique), li.-B (îi ..- ij 1 de t-IV^\ p;iget ai-cr .7..» (1- 



ToM» I : 
Table: 



la nn. 



I iibliographiquri du DicUonaaire. 
uairc : ne\iui» jdccidenli de fairica- 
inal™ : Diipiiia takoratoirei jiiiqii't 



ll*i 



.. Vnliin 



ni do 39', pages arec iti fig» 
rdeÎ7;r.aB«s«v..eSB3nn.,p 



GDICBARDtC.}, rorrospondam de ]-|iiit<tiit, Proft-saciir 
i l'Eniicrtiie il-? ClÈimont-Feriiind, -- Sur IsS sys- 
tèmes trtplament in de terminé s at sur las systèmes 
triple-orthogonau* (Collmiion icieneia). In-S .01 
( J.i :■: i3 ) rie gS page", "«c ^ flgurci», cnrlnnni'. f fr. 

GniLLAnHE(Cb-Ed.). — Let applications desaclera 

Dickfll. ave mi Ajii.sndiee sur la Tii'orie des ,i,-ir.-i 



GAUTIER (Henri}, el CHARPT (Gaorgas), ancien* 
F.lévei de l'École l'a Iv technique, Docteurs éa Sciences. 
— La;ons da Chimie, û i'amge dei elivei de Untké 
Kiallqnrt ipécialet. ^'édition, enlièremenl refondut 
eonform,. au pTOgramme du 57 julllel 190.V Gr. in-8 
B»M9i; flg.; 190S. 

Hrocibi' 10 fr. I Hcliri(cuir>oup1e). i3 fr 

GERARD (Eric), Dl.^cluur Je l'Inililnl rilecLratcchiiiqu 

MoaMliore. — Laçons sur l'Electricité, pmfeBgées . 
rtnalitui éleclratechnjqiic Monleiiare, annexé a l'Unlier 
sllé de Liège, 7' édition rafondue et coinplptée.- » toi 
grand iii-S, se rendant téparément : 

ToHK I : Théorie de féleclricité et da magniiUmt 
kUetramitrit. Théorie el eoviruetian des gtniraceur 

1904- 'I fr 

ToHS II : Caiialiialiaa et diiiribucion deCénergieélee- 
Irijue, jipplieationi de l'ileetrieiié i la T^Ugrapkit, à 
la Telépionit, d la production et i la Iranimitiion dr 
la puiiiance motrice, à la Traction, i l'Éclaira^, i L 
Smallurgie etàlaChimie iaduitrirlle. nicc 43lfignreti 



ickei. I 

— Recherches i 



■ le nickel et ses alliages. 



' 7'^-" ■■'■'-■ 
Loi indus- 



J fr. 



)BS iJ.-W.), Prori.6SBur au Collège ïale. à Howl 

- Diagrammes etsartacas thermodynamiques 
uction do V,, Hdv, Chef de Iravaiu de Pliïiiii 



GDILLADHE (Jac([uaa}, Infldni.-ur dr^ 
l'actui'i^*. — Notions d'électricité. .' 

dam finduiirie. T11-8 l,A < il,) de iK-3 

ijl ilg.: i[,o.'i. 

HALLER C Albin), Homl.redc l'in.litul, 
tries chtmliiues et pharmacentlques. ■> raiiii»<") i;i'. 

in-8, arec roH flg.; igu.t. se vpndanl enacmlili'. ">1r. 

HALLER (A.J. I-as récents progrès aa la Chimie. 

-'..nfL-rcncvi failp^ nii l.nlmrflloii'e do Chiinîi- or((niiiqiii' 
!• Il SurbiKinf, ions lu ilircction Je A, lUi.Lrn. 
!•• S«aii. In-S du 3ïi linges; igx). j fr. 

11' Skhii'. Iii-H di' 3i1 pagns; ignfl. .'i fr. 

"" Tf''. 

HBRHITE. — Correspondance d'Hermite et SUeltfea, 

publiée par les soins de II. lU'Ltiio, Diroc'.enp de l'IIb- 
sorvBtoire d<- Tuuloiiw, cl H, Hovhukt, Mailn< <li' Ton- 
rureucw a l'Luiïarailc, otcc nue Ptéfnee de E. Piunn. 
Memlira de l'iDalliil. ï *ot. gr. in-tl (35 Xili) sr vrn- 
daiil aéparciDellt. 

ToHi 1 (fl noinmbro 1MH3-33 jnilUl iNSc,). Valiimo 
de «M77 page» n»ef i poriraiU; lyo^. ifi fr, 

|[ (18 ociobre i88<j-i5 défetebra i8pl). \t.hinia 
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HBRMITE. — Œuvres de Charles Hennite> publiées 
sons les auspices de l'Académio des Sciences, par Emile 
Picard. Membre de Tlnstihit. Volumes gr. in-8 (25 x ifi) 
se veiiilnnl sépaivment. 

ToHF. 1. Volume de xl-5oo pages avec un portrait 

d'Herraite; iqoS. iS Ir. 

Tomes II et IIl. {En préparation.) 

HOUEL (J.)* —Tables de Logarithmes à oina décimales 
pour les nombres et les lienes trigonométnques, iiuî- 
fies des Logaritlimes d'addition et de soustraction 
on Logarîtamoi de Ganss et dé diTorses Tables 
nsnelles. Nouvelle éd., revue et augm. Grand In-SjigoS. 
{Autorisé par décision ministérielle,) 

Broché, a fr. | Cartonné, a fr. 76 c. 

HUMBERT (6.), Membre de l'Institut, Professeur à 
l'École Polytechnique. — Cours d'analyse professé à 
t Ecole Polytechnique^ 3 volumes grand in-8. 

Tome 1 : Calcul différentiel. Principes du calcul inté' 
gral. Applications géométriques; avec m figures, 
190a. 16 fr. 

Tome II : Complément de la théorie des intégrales 
définies. Fonctions eulériennes. Fonctions d'une 
variable imaginaire. Fonctions elliptiques et appli- 
cations d'équations dijfférentielles ; a.yec 91 ligures. 
1904. 16 fr. 

INSTITUT DE FRANCE. — roir au Catalogue général : 

Mémoires de l'Académie des Scienoes. — Tables gé- 
nérales des TraTanz contenus dans les Mémoires de 
l'Académie des Sciences. — Recueil de Mémoires, 
Rapports et Documents relatif à l'obsenration du 
passage de Vénus sur le Soleil, en 1874. — Mémoires 
relatin à la nouyelle maladie de la vigne. — Mission 
du Gap Horn. 

INSTRUCTION SUR LES PARATONNERRES, adoptée 
par l'AcADÉMiE DES Sciences; Nouvelle édition complétée. 
in-(6 (19x12), avec 58 ligurcv et i pU ; 1904. 3 fr. 

JAGQUIN (Charles), ancien K]è\c (le l'Ecole dv Phy- 
siipic ri d(> Chimie <ie Paris. — Les alternateurs à 
collecteurs monophasés et polyphasés et les dyna- 
mos à courant continu à deux paires de balais. 
lu-8 (a3 X i4) de xii-i4o pages, avec 40 fig«; "yo^. 

3 fr. rjo c. 

JAMES (E.), Profi'ss«'ur de théorie aux Ecoles d'Horlo- 
j;erif' et de Mécanique do Oeuève. — Théorie et pra- 
tique de rHorlogerie à i^usn^^c^ des horlogers et des 
Ecoles d'horlogerie. In-iG (19x1:*) de vi-aaS pages, 
avec i:»rj figures; 1906. S fr. 

JAMIN (J.), Secrétaire perpétuel de TAcadéniie des 
Sciences, Professeurde Physique à l'Ecole Polytechnique, 
et BOUTT (E. Y. Professeur à la Faculté des Sciences. 
— Cours de Physique de l'École Polytechnique. 
4* édition, augmentée et entièrement refondue par E. 
BouTT. 4 forts vol. in-8 de plus de 4000 pages, avec 
1687 figures et i4 planches sur acier, dont 1 en cou- 
leur; iK85-f89i, 72 fr. 

Prix des i Suppléments : 1896, 1899, <9<>^^* i3 fr. 

(Demander le prospectus détaillé et la Table générale 
des matières.) 

JANET (Paul), Professeur à la Faculté des Sciences de 
Paris, Directeur de l'École supérieure d'Électricité. — 

Leçons d'Électrotechnique générale professées à 

l'École supérieure d'Électricité. 2* édition, revue et 
augmentée. Trois volumes grand in-8 (aSxiô), avec 
nombreuses figures. 

l'oMi I : Généralités. Courants continus. Volume de 
X!i-3rt9 pages, avec 166 figures; 1904. 11 fr. 

Tome II : Courants aUvriiatifs xinusoîdaux et non 
sinusoïdaux. Alternateuts. Transformateurs. Volume de 
309 pap.es, avec i5G figures; 1905. 11 fr. 

ToMK III : Moteurs à courants alternatifs. Couplage 
des alternateurs. Transmission par courants alternatifs. 



Compoundage des aiternateurs. Transformateurs poty^ 
morphiques. ( En préparation . ) 

JANET (Paul). -- Premiers principes d'Electricité 

industrielle. Piles, Accumulateurs. Dynamos. TranS' 

Jormateurs. 5" édition revue et corrigée. In-8, avec 

169 fig.; 1903. 6 fr. 

JOUFFRET (G.), ancien Élève de l'École Polytechnique, 
Membre de la Société mathématique de France. — 
TVaité élémentaire de Géométrie à quatre dimen- 
sions. Introduction à la géométrie à n dimensions. 
Gr. in-8, dexxxix-2i3 p. avec 65 fig.; 1903. 7 fr. 5o c. 

— Mélanges de Géométrie à quatre dimensions. Grand 
in-8 (25xi6) de x-2a7 p. avec 49 fig- ; 1906. 7 fr. 5o c. 

LALANDE. — Tables de Logarithmes pour les Nombres 
et les Sinus à CINQ DECIMALES ; reines par le baroa 
Reynaud. Nouvelle édition, augmentée àe Formules pour 
la Résolution des Triangles^ par Batlleul, typographe. 
In -18; 1903. (Autorisé par décision du Ministre de f'In" 
Struction publique. ) 

Broché, s fr. | Cartonné, a fr. 40 c. 

LâLANDE. — Tables de Logarithmes, étendues à SEPT 
DECIMALES, par Marie, précédées d'une Instruction 
par le baron Reynaud, Nouvelle édition, augmentée de 
Formules pour la Résolution des Triangtes, par Bail~ 
leulf typographe. In-i a ; 1908. 

Broehé. 3 fr. So c. | Cartonné. 3 fr. 90 c. 

LEBESGUE (Henri), Maître de Conférences à la Facnlté 
des Sciences de Rennes. — Leçons sur l'intégration 
et la recherche des fonctions primitives professées 

au Collège de France. Grand in-8 avec figures; 1904. 

3 fr. 5o c. 

LE BLANC (Max), Directeur de l'institut électrochi- 
miqae de l'Ecole supérieure technique de Carlsruhe. — 
Traité d'Électrochimie. traduit avec l'autorisation de 
l'auteur, sur la 3* édition allemande, par C. Màbie, 
Préparateur d'Electrochimie à la Faculté dos Sciences 
(Institut de Chimie appliquée). In-8 (23 x 1^1) de iv- 
332 pages avec ligures [B. T.); 1904. , 7 fr. 

LECBALAS (Georges), Ingénieur en chef des Ponts et 
Chaussées. — Introduction à la Géométrie générale. 

In- 16 (19 X i.<)de ix-j8 p.avecr)tig. ; 1905. 1 fr. 76 c. 

LEDEBUR (A.), Professeur à l'Académie des Mines de 
Freiberg (Saxe). — Traité de Technolooio méca- 
nique métallurgique. Traduit sur la 2* édition alle- 
mande par G. HOMBBRT, Ingénieur en chef des Ponts 
et Chaussées. Avec un Appendice Sur la sécurité des ou- 
vriers dans le travail, par M. Jolt. Grand in-8 de iv- 
740 pages, avec 729 fig. ; 1903. 26 fr. 

LÉVT( Maurice |, Membre de l'Institut, Ingénieur en chef 
des Ponts et Chaussées, Professeur au Collège de France 
et à l'Ecole Centrale des Arts et Manufactures. — La 
Statique graphique et ses applications aux construc- 
tions. 4 vol. grand in-8, avec 4 Atlas de même format. 
{Ouvrage honoré d'une souscription du Ministère des 
Travaux publics.) 

I" Partis. — Principes et applications de Statique 
graphique pure, 3' édition. Volume de xxi-598 p., 
avec figures et un Atlas de a5 planches; 1907. '22 Ir. 

!!• Paitib. — Flexion plane. Lignes d' influence. Pou- 
tres droites. 3* édition. Volume de xit-345 pages, 
avec figures et un Atlas de 6 pi.; 1886. t5 fr. 

m* Partie. — Arcs métalliques. Ponts suspendus ri- 
gides. Coupoles et corps de révolution. 2* édition. 
Volume de ix-4i8 p., avec fig. et un Atlas de 8pl.; 
1887. 17 fr. 

IV* Partie. — Ouvrages en maçonnerie. Systèmes 
rétieulaires à lignes surabondantes. Index alphiM' 
tique des quatre Parties, .i" édition. Volume de 
ix-35o p. avec fig. et un Atlas de 4 pl ; 1888. i5 fr. 

LINDET(L.), Docteur es Sciences, Professeur à Tlnstitut 

national agronomique. — Le Froment et sa mouture 
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AihM GiftAM, Membre de l'Institut. Graud io-H, avec 
85 figure») igoS. la fr. 

LOISEL (Julien). — Guida de ramateur météoro- 
logiste. In-8 (23 X i4) de g3 pa<rcH, avec i4 figurt'M 
et 2 planches; i9ofr. a ftr. 76 c. 

LOPPÉ ( F.)i Ingénieur des Arts et ManufaoCures. — Basais 
industriels des machines électriques et des groupes 

éleotrogénes {Conférences de l'Ecole $upérieure d Elec- 
tricité), Grand in-8" avec lag-figures; 190/4. 8 fr. 

IfOPPË ( F. ). — Traité élémentaire des enroulements 
des dynamos & courant continu. In- 16 (19 x 12) 
arec figures et la planches; 1904. 3 fr. 7'> c. 

LORENZ (Riohard), Professeur à l'École Polytechnique 
fédérale de Zurich, Directeur des laboratoires d'Elec- 
trochiinie et de Chimie physique. — Traité pratique 
d'Electroohimie* refondu, d'après l'édition aUemande, 
Traité de meunerie, d'après un manuscrit inachevé de 
par Gborges Hostelet. In-8 (33x i^) de vi-Bao pages, 
avec 77 figures; igoS. 9 fr. 

LUCAS D£ PfiSLOUAlf . - N.-H. Abel, 8a ?ie et son 
ŒnTre. ln-8 colombior ( 33 x i5 ) de xni-169 pages, 
avec un portrait; 1906. Cartonné. 5fr. 

MAILLET ( Edmond ), Ingénieur des Ponts et Chaussées, 
Répétiteur à TËcolo Polytechnique. — Introduction à 

U théorie des nombres transcendants et des pro- 
priétés arithmétiques des fonctions. Grand in-8 
(a5 x 16) de v-275. pages; 1906. 12 fr. 

MANIIHEIM (le Colonel A.), Profeaaeur à inKeole Pc- 
Iftechnli^ue. — Principei et Développements 4e la 

Créométne cinématique) Ouvrage contenant de nom" 
hreusee applicatiom a la Théorie des surjmee», lii>4) 
avec 186 figures; 1B94. ftS fr. 

MANSION ( Paul), Professeur à TUniversité de Gand. — 
Calcul des Probabilités. Sa portée objective et ses 
principes. Gi. in-8 ( 35 x 16) de iv-i3o p.; 1905. 3 fr. 

MARGHIS (L.), Professeur adjoint de Physique à la Fa- 
culté des Sciences de Bordeaux. — Leçons snr les mo> 
teurs à gas et à pétrole, faites à la Faculté des Sciences 
de Bordeaux. In-i8 jésus de L-175 pages, avec 19 fig.; 
1901 . 3 (r. 75 c. 

MARCHIS (L.). — Thermodynamique. 3 volumes grand 
in>8 (35 x 16) se vendant séparément. 

Tome I : Notions fondamentales ^ Volume de iv-176 p. 
avec i5 ligures; 1904* 5 fr. 

ToHB II : Introduction à l'étude des machines tfier- 
miques. Volume de m- i35 pages avec 30 figures; 1906. 

5 fr. 

MASGART (£.)f Membre de l'InsUtat, Professeur au 
CoUèf e de France, Directeur du Bureau CenUml météo- 
rolog&que. — Traité d^Optique. 3 volumes grand in-^ 
aveo Atlas, se TendaDt séparément. 

Ton I : Srsthnet eMi^ues. Interjérwtueê. f^Aruiiùsis. 
Diffraction, Polar isaiton,Douhle r é/r action, kjec 199 fi- 
gures et a pi.; 1889. 90 fr. 

ToMB II et Atlas : Propriétés des cristaux. Polarisa- 
iiom rotatoire. Réflexion vitrée, Réfiexian méioB^tte. 
Héflexiom criêtaUine, Polariêation chromatique. Avec 
ii3 fig. et Atlas contenant 3 planches sur cuivre dont 
une en eonleur (Propriétés des eristaux. Goloratioii 
des cristaux par les interférences); 1891. 35 fr. 

TOMi III : PolarieaUon par diffraction. Propagation 
de la lumière. Photoméirie. Réfractions astronomiques. 
Avec 83 figdres; 1893. 30 fr. 

MASC ART (Jean), \stronome adjuint à rObsiTv.itoire 
de Taris. - La découverte de l'anneau de Saturne 

par Huygens, avec la reproduction des anciens dessins 
{}-} fi{;ure.s). Grand in-8 (j5x 16) do 58 pages; 1907. 

l'fr. 



MATHIAS (E.), Professeur do Physique h la Faculté dos 
Sciences do Toulouse. — Le point CritiCpie des COrpS 
purs, ln-8 de vin-355 p., avec 44 fig-î ï9o4' 7 *>*• 

MARX (A.), Inspecteur général des Ponts et (^hausHoos 

en retraite. — L'Ether principe universel des forces. 
Mémoires résumés par C. BenoIT, Licencié ôs Soionces, 
ancien Elève de l'Ecole Polytechnique. Grand in-8 
( 35 X i4) de 317 pages, avec figures; 1905. 6 fr. 5o c. 

MAXWELL (James Clerk), Professeur de Physique cxpé- 
rlmenule à rtlniversité de Cambridge. — Traité de 
rElectricité et dn Magnétisme. Traduit de l'anglais 
snr la a* édition, par SiLiovAim-Lui, Ingénieur des Té- 
légraphes, aveo Notes et Rolaircissemenls nar Coaiiv, 
Membre de l'Institut, et Ponaa, Professeur à rEeole Po- 
lytechnique, et suivi d*un Appendice sur la théorie des 
Quatemtons, par E. Sabbaq, Membre de l'Institut, Pro- 
fesseur à rÉeole Polytechnique. Oeui forts volumes grand 
in-8, avec 133 figures et 3o planehes; 1885-1889. 3o fr. 
Chaque volume i5 fr. 

MÉRAT, Professeur à la Faculté des Sdenees de Dijon. — 
Leçons nouvelles d'Analyse infinitésimale et ses 
applieations géométriques. 4 volumes grand in-8. 

P" PiaviB : Principes généraux; iS^, i3 fr. 

Il* Pabtii : Etude monographique des principaleê fonc- 
tions d'une seule 'variabh; 1890. i4 fr* 

m* pAana ; Questions ssnafytiqtses eUssiques; 1807. 
* 6 fr. 

IV* PAaTii : Applications géométriques classiques; 
1898. 7 fr. 

METZ (G. de). — La double réfraction accidentelle 
dans les liquides, ln-8 écu ( 10 x i3) de i<k> pages, 
avec 3i Ggures; 1906. Cartonné. i fr. 

MILLER (W.-Y.) et KILIANI (H.). - Traité de 
Chimie analytique, revue par H. Kiliani, Professeur 
à ITlnivOrsite de Fribourg in H. i'* édition française, 
traduite avec autorisation de l'Auteur, sur la 5* édifion 
allemande; par H. Defoin et E. von Winiwahter, Doc- 
teur et Scences, assistant à TUnivorsité de Liège. In-8 
{'A'i X i4) de xiv-6fJi pages, avec 96 figures et un Ta- 
bleau d'Analyse spectrale ; i()o6, cartonné. iT) fr. 

MORBL (Merie-Auguste), Ingénieur, ancien Élève de 
TEcole des PonCe et Chaussées, Directeur des usines 
à ciment de Lumbres. — L'aoétylèae. Théorie et 
applications. Grand in-8 avec 7 figures; 190S. 5 fr. 

MOURBU (Gh.), Professeur agrégé à l'Ecole supérieure 
de Pharmacie de TUniversité de Paris. — Notions 
fondamentales de Chimie organique, a* édition 
revue et augmentée, ln-8 (33 x 1^) de vi-33n pages; 
1906. 

Broché 7 fr. 5o c. | Cartonné toile. 8 fr. 5o c. 

NIEWSNOLOWSKI (B.), inspecteur do rAcadémie de 
Paris, Docteur es Sciences, et GËRARD ( L. ), Profos- 
aeur au Wcéo Ampère, Docteur es Sciences. — Cours de 
Géométrie élémentaire à l'usage du Premier Cycle K. 
du Second cycle C et D et des Mathématiques A oi B. 

I. Géométrie plane. In-8 (33 xi4) de xx-35i pages, 
avec 336 8g., cartonné à l'anglaise; looS. 3 fr. 5o c. 

Broché 2 fr. 5o c. 

II. Géométrie dans l'espace. Iu-8 (23 x i \) de 263 pages, 
avec 308 figures, cartonné à l'anglaise; 1903. 3 fr. 5o c. 

Broché 1 fr. 5o c. 

Gonrs de Géométrie élémentaire à l'usage du Pre- 
mier (.yclc A et du Second cycle A et B. 

I. Géométrie plane, ln-8 (23 xi4) do xvi-iH3 pages, 
avec 1S2 figures, cartonné à l'anglaise; i«)oH. 3 fr. 

Broché 3 fr. 



avec 



II. Géométrie dans Vespace. ln-8 (23x i4) de i2i pages, 
ec c)6 figures, cartonné à l'anglaise; i()o3. 3 fr. 



Broché t fr. 
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OCAGNE ( Maurice d'). Ingénieur dos PonlB et Ghaussée&, 
Professeur à l'Kcole des Ponts et Chaussées, Répétiteur 
à TKrole Polytechnique. — Traité de Nomographie. 
Théorie dea abaques. Applicatiom pratiques, ârand 
in-8, avec 177 figures et 1 planche; 1899. 
Broche i4 fr. | Ruiic (cuir souple). 17 fr. 

OCAGNE (Maurice d'). — Leçons sur la Topométrie 
et la cubature des Terrasses comprenant des notions 

sommaiivs de Nomographie prolesse^es ii l'Ecole îles 
Ponts et Chaiiisées. Grand in-8 (25xi6) de viii- 
jaS pages, avec 145 figures; 190^1. 7 fr. 5oc. 

OCAGNE ( Maurice d'). — Le Calcul simplifié par les 
procédés mécaniques et graphiques. Histoire études- 

vription sommaire îles instruments et machines à calculer, 
tables, abaques et nomogrammes. a" édition eutièrcraent 
relondue et considérablement augmentée. In-8 ( 23 x i4 ) 
«le viii-2'->8 p. avec 70 fig., cartonné; igoS. 5 fr. 

OSTWALD ( D' W. ). — Éléments de Chimie inorga- 
nique, traduits de l'allemand par L. Lazard. 2 volumes 
grand in-8 ( jS x iti) se vendant séparément. 

!'• PAniiK : Métalloïdes» Volume de \\-b\2 pages, 
avec u)i\ figures; 1904. i5 fr, 

II' Partie : 37 «^/aux. Volume de /j5o page» avec 17 figures; 
190.5. i5 fr. 

PELLAT (H.), Professeur à la Faculté dos Sciences de 
l'Université de Paris. — Gours d'Electricité. (Coors 
DE LA Faculté des Sciences.) 3 volumes grand in-8 se 
vendant séparément. 

l'oME 1 : Êlecirostaiique. Lois d'Ohm. Thermo-élee- 
tricité. Volume de vi-329 pages avec i45 figures: 
1901. 10 fr. 

Tome 1! : Alectrodxnamique. Magnétisme. Induction. 
Mesures électro-magnétiqueê. Volume de iT-554 pages 
avec 221 figures; igoS. 18 fr. 

ToMB m : Électroljrse. Électroeapillarité, etc. 

( En préparation . ) 

PERRIN (Jean), Chargé du Cours de Chimie physique à 
la Faculté des Sciences do Paris. — Traité ae Chimie 
physique. Les Principes. Grand in-8 avec 38 figures, 
1903. 
Broché 10 fr. | Relié cuir souple. i3 fr. 

PETIT (P.), Professeur ii rUnivcrsito de Nancy, Direc- 
teur de l'École de Brasserie. — Brasserie et Malterïe. 
Cjrand in-8, avec 89 figures; 1904. Cartonné. 13 fr. 

PETIT BOIS ( G. ), Ingénieur civil des Mines. — Tables 

d'intégrales indéfinies. Ia-4 (3o x i>3) de xii-i54 

pages; 1906. IX) fr. 

PETROVITGH (M.), Professeur à l'Université de Bel- 
grade. — La Mécanique des phénomènes fondée 
sur les analogies. In-8 écu (.io x i3) de 96 pages, 

avec ii4 figures; 1906. 2 fr. 

PICARD (Emile), Membre de l'Institut, Prof^ à la P« des 
Sciences. — Traité d'Analyse (Cours de la Faculté des 
Sciences.) 4voI.grand in-8, se vendant séparément : 

Tous I : Intégrales simples et multiples. — L'équation 
de Laplace et ses applications. — Développements en séries. 
— Applications géométriques du Calcul injtnitésimal. 
a* édition, avec 25 figures; 1901. 16 fr. 

Tome II : Fonctions harmoniques et fonctions analY' 

tiques. — Introduction à la tnéorie des équations dif- 

férentiellea. Intégrales abéliennes et surfaces de Biemann; 

avec figures; j* édition, revue et augmentée, avec 58 fig., 

1905. 18 fr. 

Ton F. III : Des singularités des intégrales des équations 
différentielles. Étude du cas où la variable reste réelle et 
des courbes définies par des équations différentielles. 
Equations linéaires; analogies entre les équations algé- 
briques et les équations linéaires; ayoc >4 figures; 1896. 18 fr. 

ToMK IV : Equations aux dérivées partielles. {En prép.) 

PICARD ( Emile ), Membre de riiisiitut. — Sur le déve- 
loppement de l'Analyse et ses rapports avec di- 



verses sciences. Conféi-euces faites en Amérique 
en iSq9 et 1904. ln'8 (a3x i4) de vi-i()8 p. ; 1905. 3 fr. 5o 

PICARD (E.)} Membre de Plnstitut, Professeur à TUni- 
versité de Paris, et SIMART, Capitaine de frégate, 
Rcpéiiteur à l'Ecole Polytechnique. — Théorie des 

Fonctions algébriques de deux variables indépen- 
dantes. 1 volumes grand in-S se vendant séparément. 

ToMK I : Volume de vi-jjJî p., avec fig.; i*'97. 9 fr. 

ToHE II : Volume de vi-528 pages, avec figures. 190^). 

18 f'. 

PIONCHON (J.), Professeur à la Faculté des Sciences. 
Directeur de Tlnstitut électrotechnique de TUniversitc 
de Grenoble. — Notions fondamentales sur Téva- 
luation numérique des grandeurs géométriques, 
Grand in-8 do 128 pages, avec 54 fig. ; 1903. 3 fr. 5o c. 

PIONCHON ( J. ). — Principes et formules de Trigo- 
nométrie rectiligne et sphérique avec un appendice 
sur le« Maxima et Minima des figures géométriques. 

Grand in-8 (2.') x 16) de 14^ pages et (io figures ; i^ofj. 

S fr. 

POINCARË (H.), Membre de l'Institut, Professeur à la 
Faculté des Sciences. — Les Méthodes nouvelles de 
la Mécanique céleste. 3 vol. grand in-S, se rendant 
séparément. 

Tome I : Solutions périodiques, — Non-^xislenee des in» 
tégrales uniformes, — Solutions asymptotiques. Aree figu- 
res; 189a. 12 fr. 

ToMB 11 : Méthodes de MM. Netveomb, Gjridén, Lùtd- 
stedt et Bohlin; 1894. i4 fr* 

Tome III et dernier : Invariants intégraux, — SolsUions 
périodiques du deuxième genre, — Solutions doublement 
as) mptotiques ; 1899. i3 fr. 

POINCARË (H.). Membre de llnstitut. — Leçons de 
Mécanique céleste. 2 volumes grand in-8 (25xi^) 
se vendant séparément. 

Tome I : Théorie générale des perturbations plané- 
taires. Volume de vi-3fi7 p. avec 3 fig. ; 1906. 12 fr. 

Tome II. — i" partie) : Développement de la fonction 
perturbatrice. Volume do \\-i(\-} p.; 1907. 6 fr. 

— (2* partie) : Théorie des petites planète t» Théorie 
de la Lune, {En préparation.) 

— La Théorie de Maxwell et les oscillations hert- 
ziennes. La Télégraphie sans fil. 2' édition. In-s 
écu (20x10) de 80 pages, avec 5 figures, cartonne 
{C. S. ); 1903. 2 fr. 

RÉPERTOIRE BIBLIOGRAPHIQUE DES SCIENCES 
MATHÉMATIQUES, publié par la Commission perma- 
nente du Répertoire. ^ikrtsiK successivement par séries de 
100 fiches format in-32 ( 14*"" x 9*""), renfermées dans un 
étui en papier fort. Prix de chaque série. 2 fr. 

Les seize premières séries (fiches i à 1600, 1894- 
190^)) sont mises en vente. 

RET-PAILHADE ( J -A. de ), Ingénieur civil des Mines, et 
JOUFFRAT (A.-Ch.), Astronome. — Ephémérides 
décimales pour le méridien de Paris à l'usage des 
Astronomes et des Navigateurs pour 1905, avec une 
Préface de >I. E. GoKDSKbLs. Un volume grand in-8 
(2S X 19) de xx-95 pages; 1904. 6 fr. 5o c. 

REZELMAN (J.). — Alternateurs mono- et poly> 

phases. Etude de leur fonctionnement. Brochure in -4 
(2S X 2.'}) de 35 pages avec 5o figures; 1906. 2 fr. 

RIOLLOT ( J.), Ingénieur civil des Mines. — Les Carrés 
magiques. Contribution à leur étude. Grand in-8 
(2');. if)) de iv-i 19 pages, avec 3ii figures; it)*»;. 3 fr. 

ROGQUES fX.),Expert-chlmist(>. ancien Chimiste ]M>inoipal 
au Laboratoire municipal de Paris. — Les industries 

de la Conservation des aliments, ln-8 (23 x l'i) de 
xi-')oO p. avec 124 figures; igofJ. Cartonné. i.') fr. 

RODET (J.), Ing' des Arts et Manufactures. — Distribu- 
tion de l'énergie par courants polyphasés. 2' cdit. 
entièrement relondue. ln-8, avec 273 fig.; 1903. i5 fr. 
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RODET (J.)- — Résistance, inductance et capacité. 
I11-8 ( a3 X I I ) tlo \--^37 p., int'c 7G lig. ; 190'). 7 IV. 

ROUCHË (Eugène), et GOMBEROUSSE (Charles de) 
— Traité de Gréométrie, 7* éd., revue et aagmcntée 
par E. RocciiA. Fort in-8 de LX-isia p., avec 708 fig.' 
et II 75 questions proposées et problènii s; 1900. 17 fr. 

Prix de chaque Partie : 

!'• Partie. — Géométrie plane 7 fr. 5o c. 

!!• Paktie. — Géométrie de l'espace ; Cour' 
bes et Surfaces usuelles, 9 fr- Soc. 

ROUCHË (Eugène) et GOMBEROUSSE (Charles de).- 
Eléments de Géométrie, 7* édit. ton forme au jiro- 

grammo du 3i mai i()o2, revut* et complotée par 
EucKME RoucnÉ, Membre de rinstitut. Pruléssour au 
Coiiservatoin; des Arts et Métiers, ln-8 de XL-O.'n p. 
avec 483 figures et 5^3 questions proposées et exercices,' 
igo'j. fr' 

■ 

SALMON (G.), Professeur au Collège, de lu Trinité, h 
Dublin. — Traité de Géométrie analytique à deux 
dimensions (Sections coniques). Traduit de ran<;lais 

par H. liesnl et f'auchcret. 3* édition française (con- 
forme à la deuxième) publiée d'après la 6* édition 
anglaise, par f'aucheret, ancien Elève de TEcole Poly- 
teehnique, I.ieulenant-dolonel d'Artilleri*'. Professeur à 
l'Ecole supérieure de (iuerre. ln-8, avec la'j fip.ures; 
iKy7. i-.i *r. 

SALMON (G.^. — Traité de Géométrie analytique 
(Courbes planes), destiné à faire suite au Traité des 
Sections coniques. Traduit de l'anglais, sur la 3* édi- 
tion, par O. Chemin^ Ingénieur des Ponts et Chaussées. 
Professeur à l'Ecole nationale des P. et Ch., et augmenté 
d'une Étude sur les points singuliers des courbes algébri 
ques planes, par ^. Halphen. Nouveau tirage, ln-8, avec 
ligures; kjoS. la fr. 

SCHRON (L.). — Tables de Logarithmes à sept déci 
maies pour les nombres depuis 1 jusqu'à lOoOOO, e^ 
pour les fonctions trigonométriques de 10 en 10 secondi-s; 

et TaMe d'Interpolation pour le calcul des parties 
proportionnelles; précédées d'une Introduction par 

y. aoûel. Grsind in-8 jésus. Paris; i9«3. 

Broché 10 fr. | Cartonné ... 1 1 fr. 76 . 

On vend séparément : Broché. Cartonné 

Tables de Logarithmes 8 fr. o fr. 76 e. 

Table d'interpolation 3 6 aS 

S£GUIER (A. de). Dortcur es sciences mathématiques. 

— Théorie des groupes finis. Eléments de la théorie 
des groupes abstraits. Grand in-s (a5 .<. iG) de n- 

176 pages; m;0.'|. ') fr. 

SERRET (J.-A.). — Traité de Trigonométrie. 8* édition, 
revue et augmentée, ln-8, avec figures ; kjoo. {autorisé 
par décision ministérielle,) 4 ff. 

SERRET (J.-A. ). — Cours de Calcul différentiel et inté- 
gral. T)' édit. augmentée d'une Note sur les fonctions 
elliptiques ; par Cii. Heruite. 1 forts vol. in-8, avec 
figures; 1900. aS fr. 

SERVICE GÉOGRAPHIQUE DE L'ARMÉE. - NouveUes 
Tables de logarithmes à cinq décimales pour les 

lignes trigonometriqnes dans tes deux systèmes de Indi- 
vision centésimale et de la division sexagésimale du 
quadrant et pour les nombres de i à laooo. ( Editio:< 
SPÉCIALE A l'l*sa(.e DES Candidats \\:\ Eloi.ksPoi.\ieciimoiîe 
et de Saixt-Cyr.) Grand in-8 cartonné. 3 fr. 

SMITH (Edgar-F.), Professeur de Chimie à rTniversité 
de Pennsylvanie. — Analyse électrochimique. Tra- 
duction publiée avec Tautorisation de l'auteur par 
Joseph Rosskt, Ingénieur civil des Mines. In-i8jesus d(; 
xvi-'Jo3 pages, avec 27 ligures; 1900. 3 fr. 

SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHTSI(iUE. — État actuel 
des Industries électriques, (.oni'ereuers faites sou 

les auspi« es (l(> la bociete Iraneaise d>> lMi\si4|iic et de I1 
Société d*enroui-a<',e.ment ]»our l'industrie natioiialr. 
Grand in-8 ( »'» -. i'i)de .».^7 pag«'s. avec 7»^ ligures; 
i(i«)^i. ') fr. 

In-', : H. 



SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHYSIQUE. - Collection 
de Mémoires relatifs à la Physique. Druxiftyr Sikh . 

Voir Abraham et /.angevin. pa[je i. 

SOREL (E.). — La grande industrie chimique minérale. 

I. — SoufrCf Azote, Phosphates, .//«//. In-8 ('J.^ >. 1.', ) 
de 8o(| pages avec 1 13 figures, cartonné à Tanglais j 
(^.7'); i.,o>. i3 fr. 

II. -- Potasse. Soude, Chlore. In-S {J'^X\\) de ')7(j 
page* avec 137 figures, cartonné a l'anglaise {H. T.)\ 



Iv^O^, 



I.') fr. 



SOUCHON (Abel). — La construction des cadrans 

solaires. Ses principes, sa prat^tfue. prei«*:'éiî d'une 
Histoire de la (hiomonique. lii-i'» ( i«i ■:\i ) le 5^ pafjts 
avec figures et a planches; );»<»'>. 2 fr. 7.') c. 

SPÉE (le chanoine Eug.), Docteur en Sciences. Astro- 
nome à l'Observatoire royal <lc Kelgi<jue. — Région b-f 
du spectre solaire. Cn volume de texte in-/|, avec 
allas in-folio de 17 p'ianehes (32 x 5o); i8<)7. .'jo Ir. 

STIELTJES. Correspondance d'Hermite et de 

Stieltjes (voir, lltrmitv, p. ii)). 

STOFFAES fl'abbé), Professeur adjoint h la Faculté ca- 
tholi(|Ut' des Sciences de Lille, Directeur de l'inslitut 
<-allioli(iuo d'Arls et Métiers de Lille. — Cours do Ma- 
thématiques supérieures à l'usage des candidats de 
ta ticc/ue es sciences physiques, a" édition, ln-8 
( î3 X\\) avec fujures; i||o3. 10 fr. 

STURM, Membre de l'Institut. — Cours d'Analyse de 
l'École Polytechnique, revu et corrigé par Prouhet, 
Répétiteur à ri cole Polytechnique, et auf^mcnté de la 
Théorie élémentaire des Fonctions elliptiques, par H. 
Laurent. ia* édition, mise au courant des nouveaux pro- 
grammes de la Licence, par ^. de Saint^Gcrmain, Profes- 
seur à la Fac. des Se. deCaen. ) toI. in-8, avec fig.; ujoi. 
Broché i5 fr. | Cartonné. 16 fr. 5o c. 

STURM. Membre de l'iiisillut. — Cours de Mécanique 
à TEcole Polytechnique, publié, d'après le va«u do 
l'auteur, par l'I. ProuUct. ô*" édition, revu^^ et annotée 
par A. de Saint^Germain, Professeur a la Faculté des 
Seienci'sde (iaeii. (^ouveau tirage.) 2 vol. in-S(-.»;> . ; i/J), 
avec i8t) ligures; i()<)5. . i '| fr. 

TABLES DE MORTALITÉ (1900; des Rentiers et Assu- 
rés en cas de vie établies par le Comité des trois 

Compagnies. (Comitc des Compagnies d'assurances à 
primes fixes sur la v'c : AssiiiANcrs GKXhRAi.r.s. L'sni.N 
>ATioNAi.K.) Granil in "^ (.«sxii)) <le xxx-iW.ij pag»«s 
av«.'C -^ graphi<|U«'S en eouleurs; kjoj. .')0 \'v. 

TANNERT (Jules), Sous-Direcleur des Kiudes seienti- 
liques à l'rcole ^ormale supérieure, et B(OLK(Jules), 
Professeur a la Faculté des Sciences de ^ancy. — Elé- 
ments de la théorie des Fonctions elliptiques. 4 vo- 
lumes grand in-8 se vcmlint séparément. (Ot'vaA(;B 

COMPLET.) 

Tome 1. — Introduction. — Calcul dijférentiel (!'• Par- 
tie); i8î)3. 7 fr. 5o c. 

ToMF. 11. — Calculdifférenticl{\\'VaTl\o); i^</). 9 fr. 

Tome 111. — Calcul intégral {\'' Partie); 189S. 

S fr. 5o c. 

Tome IV. — Calcul intégral (11' Partie) et Applica- 
tions: M)'»». 9 fr. 

TANNERY ( Jules ^ Sons-Direeteur do l'iùoli' normale 

sii|Mrienrr. — Leçous d'Algèbre et d'Analyse (Ma- 

tht-matiquci sju'cititrx'\ .\ volnnie> jjrand in-s ( •'» .- i<») 
se >enclanl s* -pn-enient. 

loME 1 : Volunu' de \n-'|!3 p««i;er5, ;,\,.,. \', lignes et 
i((«l »'Xt'i(*icfs ; ii)Oi». I".? U\ 

Tovi: II : \ Olunir de '^ ■<• l'.'i;.' s. av«r ii.'| n;r|ii',.s t-t 
>.î8 t*xerc"<«'S ; i'i<»'». 1 * Ir. 

TEYSSIER ( R.). Lieen> i- •••- -' i«'ni • -, ln;',enieur rliiminto. 

— Manuel-Guide de la Fiibricalion du sucre,àrusa;;e 
d«'N fal'rir.iiils .le mp-c, directeurs el cliiinisti;s de nu- 
«•reri*». i*lf., et pîrs spéeiaicment des contreniaitres et 

1 . . 
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Nurveillauts de cette iiidiistrie. Iii-S ( a3-i4 ) de ^ib papes 
avec ng (i(;nres ( //. T.); u)n\. <) fr- 

TISSERAND (F.)> Membre de l'Institut et du Bureau des 
Longitudes, Professeur à la Faculté des Sciences, Direc- 
teur de l'Observatoire de Paris. — Traité de Mécanique 
céleste. /| beaux volumes in-/|, se vendant séparément. 

Tome 1 : Perturbations des planètes d'après la mé- 
thode de ia if ar talion des constantes arbitraires, avec 
figures; 1889. aS fr. 

TOMB II : Théorie de la figure des corps célestes et de 
leur mouvement de rotation^ avec figures; 1891. a8 fr. 

Tome III : Exposé de l'ensemble des théories relatives 
au mouvement de la Lune y avec fig.; 189.^. a 2 fr. 

Tome IV et dernier : Théories des satellites de Ju- 
piter et de Saturne. Perturbations des petites planètes, 
avec figures; 1896. a8 fr. 

TISSOT (Camille), Lii'ut«Miaut do vaisseau. — Étude de 
la résonance des systèmes d'antennes dans la télé- 
graphie sans fil. In-8 ( '.'i X \\) de iv-.»n'| pages, avec 
\\) ligJMM's; itj«»'>, ;» ir. 

TRÉPIED (Ch.) Direeleur de l'Observatoire d'Alger. — 
Tables et Cartes d'occultations. Théorie et applica- 
tions. Or. in-/| (33 < a^) detxxx-'ic) pages avec 7 pl.; 
J90'). Broriu'.... 13 fr. | (Cartonné.. i5 fr. 



VALLÉE- PO OSSIN (Ch.-J. de la), Pioies::eur à TUni- 
versité de Loiivaiii. i'.orre.spondanl <ie rAaidéniie 

royale de Rel{;iqiii'. - Gours d'Analyse infinitésimale. 

i> volumes grand in-S se vendant separénK^iit. 
Tome I : Voliniie de xiv-.'J-'» pages; i^oi. \x IV. 

ToMK II: Volume «le \vi-('|o puges ; i|j'»'|. l'i IV. 

VIDAL (Léon), Capitaine de vaisseau en retraite. — 

Manuel pratique de Cinématique navale et mari- 
time, à ['usage de la Marine de guerre et de la Marine 
du Commerce (Ouvrage entrepris par ordre de M. le 
Ministre de la Marine). Grand in-8 ( -î.i X16) de vni- 
171 pages avec i53 figures; i9<)>. 7 fr. 5o c. 

VILLIÉ (E.), ancien Ingénieur des Mines, Docteur es 
Sciences, Professeur à la Faculté libre des Sciences de 
Lille. ^ Compositions d'Analyse, Cinématique, Méca- 
nique et Astronomie données depuis 1869 à la Sor- 
bonnepourla Licence es Sciences mathématiaueSf suivies 

d'ExBRCICES iOR LIS VARIABUCS IMAGIMAIREI. EnOUCéS Ot 

Solutions. 3 vol. in-8, avec fig., se vendant séparément. 

!'• Partie : Compositions données depuis 1869. ln-8; 
i885. 9 fr. 

Il* Partie : Compositions données depuis i885. ln-8 ; 
1890. 8 fr. 5o 

m* Partie : Compositions données depuis 1889. In-8; 
189K. 8 fr. 

VIOLEINE (A.-P.). — Nouvelles Tables pour les cal- 
culs d'Intérêts composés, d'Annuités et d'Amortisse- 
ment. 8** édition, (Mitièremenl refondue par A. Ârnau- 
df'au. In-4 ; njf>"^'. |5 fr 

VIVANTI (G.)< — Leçons élémentaires sur la théorie 
des groupes de transformations, proiessées à l'Uni- 
versité de Mis-nir. tritdiiili'^ par A. Boh.im.kr, Maître 
de C"nf«'*i"eiii'<- à l'I iiiversilé d** Lill«*. Grand in-^ 
( ••') ■■ Hi i ili- Mi-'i<i»» pai'.es. iivee Ui;ures; \<y\!\. 8 fr. 

WITZ (Aimé), Docteur es Sciences, Ingénieur des Arts 
et ManuCactures, Professeur aux Facultés catholiques 

de Lille. — Cours élémentaire de manipulations de 

Physique, « l'usage des Candidats aux Ecoles et au 
Certificat d'études physiques, chimiques et naturelles . 
(P.O.). 3* éd., augm. In-8, avec 77 lig.; 1895. 5 fr. 

— Cours supérieur de manipulations de Physique, 

préparatoire aux certificats d'études supérieures et à la 

Licence ( Kiju.K pivatioik dk Piiysique). ■.•• édition, revue 

augmentée. In-*<* avi c i î** Hfrures; 18117. 10 (r. 



WOLF (C), Membre de l'Instilut, Astronome honoraire 
de l'Observatoire. — Histoire de l'Observatoire de 
Paris, de sa fondation à 1793. Grand in-8 de 
xii'39'i pages avec iG phuiehes; 19112. i3 fr. 



II. - COLLECTION 



DBS 



CEUVRES DES GRANDS GÉOMÈTRES. 
BELTRAMI. — Opère matematiche di Eugénie Bel- 

trami, pubblicate per cura délia Facolta di Scienze 
délia R. Universita. 

ToMB I : In-) de 387 pages avec un portrait de Bel' 
trami; 1902. 35 fr. 

ToMK II : In-/| de '^1^8 pages; igo.'i. iS fr. 

BRIOSCHI (Francesco). — Opère matematiche di 

Francesco Brioschi, publicate per cura dcl comitato 
per le onoranze a Franceseo Hrioschi. 

Tome I. In-4 de xi-4iG pages, avec un portrait de 

Hrioschi; 1901. 25 fr. 

Tome II. In-| de viii-456 pages; 1902. 25 fr. 

ToMK III : In-4 de 435 pages; 190 'j. 25 fr. 

ToMi: IV : ln-4 de i\-'|i8 pages; njofi. 20 fr. 

C\UCHT (A.,. — Œuvres complètes d'Augustin Cauchy , 
publiées sous la direction scientifique de rAcADteii dis 
SciBNCSs et sous les auspices du Mihistri db l'Irstrdc- 
non POBLiQVB, avec le concours de C-jé. Valson^ J. 
Collet et E. Borel, docteurs es Sciences. 27 volumes iD-4 • 

I'* Série. — Mémoires, Notbs it Articuu ixtiaits 
OBS Rbccbils db l'Académie des Sciences. 12 volumes io>4. 

*ToMB I, 1882 : Théorie de la propagation des ondes 
à la surface d'un fluide pesant ^ aune profondeur in- 
définie. — Jilrmoire sur les intégrales déffnies. — 
Tomes II et III : Mémoires extraits des Mémoires de 
l'Académie des Sciences. — * Tomes IV à Xil (i884- 
1900); Extraits des Comptes rendus de l* Académie 
des Sciences. Chaque volume. 25 fr. 

* La Table générale de la /'• Série se vend séparé- 
ment. 2 fr. 5o c. 

II* Série. — Mémoires extraits de divers Recueils, Ou- 

VRAGF.8 CLASSIQOES, MÉMOIRES PUBLIÉS BN CORPS d'OdTRAGB, 

Mémoires publiés séparkment. §5 volâmes in-4* 

* Tome I. -- Mémoires extraits du Journal de l'Ecole 
Polytechnique. — Tome II. Mémoires extraits de divers 
recueils : Journal de Liouvilie, Bulletin de Férussac, 
Bulletin de la Société philomathique, Annales tle Ger- 
gonne. Correspondance de l'Ecole Polytechnique. — 
*Tome III, 1897 : Cours d'Analyse de l'Ecole royale 
Polytechnique; *Tome IV, 189^ : Résumé des Leçons 
données à l'Ecole Polytechnique sur le Calcul infinité- 
simal. Leçons sur le Calcul différentiel ; * Tome V : 
Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à. 
la Géométrie; * Tomes VI à IX (1887 à 1891) : An- 
ciens Exercices de Mathématiques; *ToME A, 1896 : 
Résumés analytiques de Turin, Nouveaux Exercices 
de Prague. Chaque volume. 26 fr. 

loMES XI à \IV. Nouveaux exercices d'Analyse et 
fie Physique. 

Tome W. Mémoires sépares. 

SOUSCRIPTION. 

r* Série. Tomi: II. — Me moires extraits des « Me- 

moires de l' Acfulcinîe des Sciences ». , ao fr. 

.Nota : Los volutne» ne sunl pas publiért ii*aprè:t leur classement nunir- 
rii]iio; DM Miitra l'ordre qui intrresiiein lo plus les ^uu»cripisurs. 

I.i-s volumes parus sont îiidi<iué8 |>ar un astérisque. 
FERMAT. Œuvres de Fermai, publiées par les soins 

il«î .MM. /'«/«/ Tannery el (h.iiles Henry, sous les nus- 
pire-, (lit Mi.MsiKRF. m: 1 In-ihmiimn ri'Bi.iori:. lu-j. 



— 11 — 



luMB l : ÇEiiyr^s fftçthéfnalit/ue.i diventrs.— Observa 
tions sur Diopha/ite. Avec 6 planches on photoglyi 



Offserva- 

P- 
lO{^rapliie (portrait rie Ferihat fac-«imil«» du titre 

4c r<iditioii (le 1^)79. et rae-9iniilé il'une page de son 

écriture); 1891. >'^ fr. 

Toiu. U : Correspondance de Fermât; 1894- ^^ fr. 

Ce volume contient la Correft|K>ndan('e de Fermât avec 
Mersenne, Roberval, Pasenl, Deseartes, Huy(;ens, etc. 

Tous m : Traduction des écries latins de Fermât, du 
<"< Coiiimercium Epîatuliciini » de tValUs, de 
l* « Invcntum novum » de Jac(jues de SiUjr. — 
Supplément à la Correspondance ^ iSQ^i. ^8 fr. 

FOURIER. — Œuvres de Foaiier> pul»Uées pur les soins 
de Gaston Darboux, Membre d« i*lnstitut, sous les aus- 
picea du MimsTtiiS'DE l'Imstavctio:! pviliqui. 

ToMi I : Théorie analytique de la chaleur. In-4« 
xxviii-564 paget; 1888. 95 fr. 

ToMB 11 : Mémoires divers. \n-\. xvi-636 pages, avec 
un portrait de Faurier en hélio|^av4ire ; i890.' a5 fr. 

GALOIS. — Œuvres mathématiques d'Evarîste Galois, 
publiées sous le» ausplce» <W ta Société aiathéniatique 
de France, avec une Jn^^oduetèon par EatiLK Picard, 
Membre de Tlnstitut. Grand in-8, avec un portrait de 
Galoisen héliogravure; 1897. 3 fr. 

HERMITE.— Œuvres de Charles Hermite, publiées sous 
les auspicec de ' l'Académie 'des' Sciences par Khilt: 
PiCAHD, Membre de l'Institut. Volumes grand in-8 
(q5 X 16) se tendant séparément. 

ToMi 1 : Volume de xl-5ou pages, avee- un portrait 
d'Htîrmile; igoS. 18 fr. 

ToMI II : {Soua presse.) 

HD16ENS (G.)- — Œuvres eomplètes de Christiaan 
Hnygens, pabliéea par la Société hoUandsiise des 
Sciences. 10 volumes in-4) so tendant chacun. 35 fr. 

Correspondance. — .Jome 1 (iG38-i666). — Il (1657- 

,659). — nr (i66o-ir)()i). — iv (i<;6i-i6(i3). — 

V (i664-i6f)5). — VI (1^)6-1669). — Vil (1670- 
1775). — VIII (1676-1684). — iX (ifi85-i69(>). _ 
X (1691-1695). 

LA6RANGE. — Œuvres complètes de Lagrange, ou- 
bliéas parles soins de/.-:/^.«S^tfrr«/et 6. i)ar6oaj:, MemUrrs 
de l'Institut, sous les auspices du MimsTEi »■ l'Instedc- 
Tioii FUBJUioin. ln-4» •▼ec un beau portrait de Lagrange, 
gravé sor caitre par Ach* Martinet. ( OotiAQi coiiPtsT.) 
La I'* Série comprend tous les Mémoires imprimés 
dans les Recueils des Académies de Turin, de Berlin et 
de Paris, ainsi que les Pièces dipertes publiées séparé- 
ment. Cette Séria forme 7 volumes (Toais 1 à VU; 
1867-1877), qui satendent séparément. 3o fr. 

La II* Série se compose de 7 toi., qui renferment les 
Outrages didâotiqtias, là Correspondance et les Bfémoires 
inédits; satoir : 

Tqmi VUI : Résolution des équations numériques; 1879. 

18 fr. 

TombIX: Théorie des fonctions analytiques f iBSi . 18 fr. 

ToMB X : Leçons sur le calcul df s fonctions ; 1884. 18 fr. 

ToMB XI : Mécanique analytique, atec Notes de J. Bbr- 
traud et G. Dahboçx (i'* Partis); 1888. ao fr. 

ToMB XII : Mécanique analytique, atec Notes de J. Bas- 
TBAHD et G. DABBonx( s* Partis); 1889. 20 fr. 

ToMB XIII : Correspondance inédite de Lagrange et 
d'JUmberitpubMé^ d'aérés les mannsorJts autographes 
•t annotée par Ludovic Lalakni; 1882. i5 fr. 

ToMB XIV et dernier : Correspondance de Lagrange 
avec Condorcel, Laplace, Euler et divers Savants, 
publiée et annotée par Ludovic Lalaiirb, atec deux 
fac-similés; 1892. i5 fr. 

LAGUERRE. -^ Œuvreà de Laguelc^e publiées, sous les 
auspices! de l'Académie des Sciences, par Cfl. Hsriiitb, 



H. PoincarA et E. RouCHÉ, membres de Tlnstitut. 2 to- 
lûmes grand in-^, se vendant séparément. 

ToMB I : Algèbre. Calcul intégral; 1898. i5 ir. 

Tomb h : Géométrie; 1905. 'ï3 fr. 

LAPLACE. — Œuvres complètes de Laplace, publiées 
souf U^ a.ttspiceada l'AcADiiiiB dbs Scibrcbs, par les Se- 
crétaires perpétuels, avec le concours de H. Poincaré, 
Membre de Tlnstitut, et de A. Lebeuf. Directeur de 
l'Observatoire de Beaançon. Nouvelle édition, avec un 
beau portrait de Laplaca, gravé sur cuivre ^par Tony 
Goutiere, ln-4* 
TRArrS dbMScatiiodbc«lbbtb. Tomes I à V (1878-1882). 

TIrafe tnr papier ▼•rré, au chiffre de Laplace; h vol. iB-4. 100 fr. 

Tirage tnr paplerde Holiaode.an ohiffre deLaplaoe fà petit nombre), 

s vol. I11.4 iso fr. 

Lee Tomes 111, IV et V, papier tergé, ge vendent eéparément. bo fr. 
Lei Tomes I à V» papier hollande, ae Tendent séparément. s6 fr. 



Exposition bv ststSmb do Mondb. Tome VI (1884 ). 



so fr. 
»5 fr 



9S fr. 
4S fr 



TIrace rar papier Terge, ao chiffre de Laplace. 
Tirage sur papier de Hollande, an chiffre de Laplace. 

ThSorib des probabilités. Tome VII (1886). 

Tirage snr papier vergé fort, an chiffre de Laplace. 
Tirage aar papier de Hollande, an chiffre de Laplaee« 

Mémoires divers. Tomes VUI à XIV. 

« 

ToMBS VIII à XII. — Mémoires extraits des Recueils de 
l'Académie des Sciences; 1891*1898. 

Tirage sur papier vergé fort, au chiffre de Laplaoe. Chaque voL 10 fr. 
Tirage sur papier de Hollande au chiffre dç Laplace. Chaque vol. a&fr 

TomeXIII. — Mémoires extraies de la Connaissance 

des Temps; 1904. 

Tlraire sur papier veriré fort, an chiffre de Laplace. 15 fr. 

Tirage snr papier de Hollande, au chiffre do Laplace. 18 fr. 

Le ToMB XIV et dernier (Mémoires extraits de divers 
Recueils) est sous presse. 

RIEMANN. — Œuvres mathématiques de Riemann, 
traduites par L. Ladcel. Avec une Préface de Ch. Hsr- 
Mite et un Discours de Félix Klein. Grand in-8, avec 
figures; 1898. i4 fr. 

ROBIN (6.), Chargé de Cours à la Faculté des Sciences 
de Paris. -^ Œuvres scientifiques de Gustave Robin, 
publiées sous les auspices du Ministère de l'Instruction 
publique. Mémoires réunis et publiés par Louis Raffy, 
chargé de Cours à la Faculté des Sciences de Paris. 
2 volumes grand in-8 ^e vendant séparément. 

Mathématiques : Nouvelle théorie des fondions, exclusi- 
vement fondée sur Vidée de nombre. Un volume 
grand in-8; igoS. 7 fr. 

PHtsiQUE : Viti volume grand in-8 en deux fascicules : 
Physique mathémaeique. (Distribution de l'Electri. 
cité. Hydrodynamique, Fragments divers). Un fas. 
cicule grand in-8; 1899. 5 fr. 

Thermodynamique générale (Équilibre et modifica- 
tions de la matière). Un fascici^le grand ip-8 avec 
3o figures; 1901. 9 fi'- 



/ 
III. — COLLECTION 

OR 

TRADUCTIONS D OUVRAGES SCIENTIFIQUES. 

{F'oir, ponr les détaila, le Catalogue général.) 

AUERBAGH (D' P.). — La Dominatrice du monde et 

son ombre. Conférence sur l'énergie et l'entropie, ln-16 
(19 X 12) (allemand). 2 fr. 76 c. 

fiOLTZMANN (L). — Leçons sur la théorie des gas. 
a volumes grand in-3 (allemand). 

I*"' Partie, avec figures. 8 fr. 

Ih Partie, avec figures. jo fr 
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BOYS (C.-V.)- — Bulles de savon. In-i8 jé«u», avec 
60 figure» ol I planche («nglais). 2 fr. 76 r. 

GLEBSGH (G). — Leçons sur la Géométrie. 3 toI. 
grand in-S, avec rif;iirei (allemand). 4^ ^^• 

Toiitl... ïî fr. I TomeII... i4 fr. | Tome III., . 16 fr. 

GREMONA. - Les figures réciproques en Statique 
graphique. Gr. in-8ctatlasde 34 pi. (italien). Sfr.Soo. 

CUNDILL. — Dictionnaire des Explosifs. Grand in-8 
(anglais). 6 fr. 

EBERT (D' H.). — Guide pour le soufflage du verre. 
Traduit sur la q" édition et annote par P. I.ugol, Pro- 
feascur do PhyHÎquo un Lycée de Clermout-Ferrand. 
In«i8 jésuB, avec 63 lig. (allemand). 3 fr. 

FAVARO. — Leçons de Statique graphique. 2 vol. 
grand iu-8|avec 289 fig. et 2 planchob (italien). 19 fr. 
Tome 1 7 fr. | Tome 11.... la fr. 

FIERZ ( E. ).— Les recettes du distillateur. In- 18 jc»us 

(allemand). 2 fr. 76 c. 

FISHER et DARBT. ~ Manuel élémentaire pratique 
de mesures électriques sur les câbles sous-marius. 

In-8 avec r)5 figures (anglaïB). 5 fr. 

FLEMING. — Le Laboratoire d'Électricité. Ilotes et 

formules (anglais). ln-8y avec figures. 

Broche... G fr. | Cartonné... 7 fr. 5o c, 

GRAT (John).— Les machines électriques à influence • 
ln-8, avec 134 figures (anglais). 5 fr. 

HERZBERO (Wilhelm). — Analyse et Essais des pa- 
piers, ln-8 avec nombreuses figures et a planches (al- 
lemand ). 5 fr. 

JÙPTNER DE JONSTORFF. - Traité pratique do 
Ghimie métallurgique. Grand in-8, avec 79 figures ei 
3 planches (allemand). 10 fr. 

KEMPE. — Traité pratique des mesures électriques. 

In-8, avec l'iT) figures (anglais). 12 fr. 

LEDEBUR. — Technologie mécanique métallurgique. 

Grand in-8 avec 729 figures (allemand). 35 i'r. 

LODGE. — Les théories modernes de l'Électricité. 

ln-8, avec 53 lij;iireH (anglais). 5 fr. 

LODGE. — Sar les électrons. In-id» ( i() • m) .ivcc 

7 lij;iii(*s; H)')'» ^ aii|»lnis ). i! Ir 7.) c. 

LORENZ (Richard). — Traité pratique d'Ëlectro- 
chimie. ln-8» av«»c 77 fiMur»'» (ullomand). 9 fr. 

MAXWELL. - Traité de l'Électricité et du Magnétisme. 
3 vol. gr. in-8, avec 10.2 fig. et 30 pi. (anglnii). 3o fr. 

l'oME I... i5 fr. I Tome 11... i5 fr. 

— Traité élémentaire d'Électricité. In-8, avec figures 
(anglais). 7 fr. 

OPPOLZER (I. d'). — Traité de la détermination des 
orbites des comètes et des planètes. v,t. in-8 (alle- 
mand). 5!0 fr. 

OSTWALD ( Prof. D' W.\ - Éléments de Chimie inor- 
ganique (allemand ). 

1" Pautif. : Mi'laUoidet. Grand in-8. i5 fr. 

II' Pautih : ifctaux. Grand in-H. j5 fr. 

PHILLIPS (H.-J.). - Les Gombustibles solides, li- 
quides, gazeux. Anulysc. Détermination du pouvoir 
cnlurififui'. In-iS josiis (Miijlais). 2 I'r. 7') c. 

PROCTOR (Richard). — Nouvel Atlas céleste, ln-8, 
avec 13 cartes célestes cl a planclics (niiglai-,). 

Hroclié... G fr. | Cartonné... 7 fr. 
RIEMANN. — Œuvres mathématiques de Riemaun. 

Giaîid in-8 (alleinanil). 1', fr. 



RUSSELL. — Essai sur les fondements de la Géomé* 

trie. Grand in-8 (anglaii^). 9 fr. 

SALISBURY ( Marquis de). — Les limites actuelles de 
notre Science. In-i8 jcsus (anglais). i fr. Soc. 

SALMON. — Traité de Géométrie analytique (Courbas 
planes) avec Appendice, par G. Ualpmem. ln-8 (an- 
glais), la fr. 

— Traité de Géométrie analytique à deux dimensions 
(Sections coniques). 3* édition française (conforme à 
la a*), ln-8 (anglais). 12 fr. 

— Traité de Géométrie analytique à trois dimensions. 

3 vol. in-8 (anglais). 
Tome I, 7 fr. — Tome II, 6 fr. — Tome III. 4 fr. 5o c. 

— Leçons d'Algèbre supérieure . ln-8 (anglais). 10 fr. 

SANFORD (Gerald). — Explosifs nitrés. ln-8, avec 
5i figures et 1 planche frontispice (anglais) . 6 fr. 

SGHŒNFLIES. — La Géométrie du mouvement. Exposé 
synthétique. In-8 avec fig. (allemand). 6 fr. 5o c. 

SGHWARZ (H.-A.). — Formules et Propositions pour 
l'emploi des Fonctions elliptiques d'après des Leçons 

et des Notes manuscrites de M. K. IViiERaTRABS (aile* 
mand). In-4. 

Broché 13 fr. | Cartonné.... i5 fr. 

SERPIERI. — Traité élémentaire des masures abso- 
lues, mécaniques, électrostatiques et électroma- 
gnétiques, avec application à de nombreux pro- 
blèmes. ln-8 (italien). 3 fr. 3o c. 

SMITH (Edgar-F.). — Analyse électrochimique. In-i8 
Jésus, avec 37 figures (anglais). 3 fr. 

TAIT. — Traité élémentaire des Quatemions. 3 vol. gr. 
in-8,avecfig.(anglai8).Chaquc vol. séparément. 7 fr.Soc. 

— Conférences sur qualques-uns des progrès récents 
de la Physique. Gr. in-8, avec fig. (anglais). 7 fr.Soc. 

THOMSON (Sir William) [Lord Kelvin]. -GonstituUon 

de la matière. Conférences scientifiques et allocutions. 
(anglais). In-8, avec figures. 7 fr. 5o c. 

THOMSON ( J.-J.). — Les décharges électriques dans 
les gai. In-S, avec ({i figures (anglais). 5 fr. 

TTNDALL ( John) . — La Chaleur. Mode de mouvement. 
Avec 110 figures (anglais). 8 fr. 

VIVANTI (G). Leçons élémentaires sur la théorie 
des groupes de transformations. Grand in-8 avec fi- 
gures ( italien ). 8 fr. 

WEBER (H.). — Traité d'Algèbre supérieure. (Irand 
in-8, avec figures (allemand). 33 fr. 

WEIERSTRASS. — ( f'o/r SCHWAR2.) 

ZEUTHEN (H. -G.). — Histoire des Mathématiques 
dans l'antiqaité et le moyen âge. ln-8, avec 3i figures 
(allemand). 9 Ir. 

/'o</ t la BtBLioriiiigut raoroGKArMiuoi lo« iDtddction* (format in-tH 
jc«us ei ln-8) Uc Burton, CronenberSy ihitt/Hi-yer, F. ter, liesse^ 

/.'f<-t'gftng. Rohinson. 



I.)0 



IV. - BIBLIOTHEQUE 
ACTUALITÉS SCIENTIFIQUES. 

Ouvrages iD-18 jéfut, ou petit iD-8. 
(Foir le prospectus spécial.) 

DIRNIERS OUVRAGES FARUt : 

Les Limites actuelles de notre Science. Ditcoiira 

pnsidonliol prononcé le 8 août 189^1, par le Marquis dk 
S\MsBrnY, Premier Ministre d'Angleterre, devant la 
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liritiih Atsocialian^ dans sa session cl*0iford. Traduit 
par W. DE FoNViELLE. I fr. 5o c. 

La Théorie atomique et la théorie dualietique, Trana» 

formation desjormules Différences etsentielUs entre le» 
deux théories^ par Lênoble, Professeur de Chimie h 
riJiiivcrsité libre de Lille. 3 fr. 

Les Ballons-gondes et les asceneions internationales, 
par W. DE FoNviELLB, précédé d'une Introduction par 
Bocci'ET DE LA GiYE, Membre do l'Institut, a* édition, 
avec 37 figures. 2 fr. 76 c. 

Les Recettes dn distillateur, par E. Fierz. Traduit de 
l'allemand par E. PRiurpi. 2 fr. 70 c. 

La Télégraphie sans fil, par A. Rioca . 2* édition. 

4 fr. 

Analyse électrochimique, par Edc.-F. Smitu. Traduit de 
l'anglais par J. Uosskt. Avec 27 figures. 3 fr. 

Une langue universelle est-elle possible? Eiposc des 

moyens pour Inirc le choix et at»surcr le succès d^unc 
langue scientifique et commerciale universelle, par 
L. Leav. 1 fr. 

Leçons sur les moteurs' à gaz et ft pétrole faites à la 
faculté des Sciences de Bordeaux; par L. Marquis. In-i8 
Jésus do L-i7ri pages, avec 19 ligures. 2 fr. 70 c. 

Les Combustibles solides, liquides, gazeux. Analyse 

et détermination du pouvoir calori/n/ue. Traduit de 
l'anglais par J. Rosset. In-i8 jésus, avec i5 figures. 

2 fr 75 c. 

Traité élémentaire des enroulements des dynamos à 

courant continu; par F. Lofpé. In-16 (19 Xia ), avec lig. 
et planches. 2 t'r. 76 c. 

Le Radium et la Radioactivité. Propriétés générales. 

Emplois médicaux ; par P. Besson. ln-16 (19x12), .ivec 
23 ligures. 2 fr, 76 c. 

Rayons « N »/ Recueil des Communications faites à 
l'Académie dos Sciences, par R. Blondlot. In-iG 
(19 X x3) avec figures et 1 planclie écran phosphores- 
cent. 2 fr. 

Introduction ft la Géométrie générale, par Georges 
Lechalas, Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 
I4i-i6 ( ï9 X 12) de i\-58 paj>r»s. x fr. 7J c. 

La Dominatrice du monde et son ombre. Conférence 

sur l'énergie et l'entropie, par le D' F. ArF.HiiAcn. Tra- 
duction par le D' Rodert Tissot, et Préface de Cii. Ed. 
Guillaume. In-iG (19 x la). 2 fr. 76 c. 

La Construction des cadrans solaires. Ses principes, sa 

pratique, précédée d'une Histoire de la Gnomonique, 
par Abel Soacito?;. In-iG (19x12), avec figures et 
2 planches. 2 fr. 76 c. 

i'roblèmes plaisans et délectables qui se font par 

les nombres, pjr Claude-G^spar Bachf.t, sieur de 
Mcziriac, '\* édition revue et simplifiée. Petit in-8 
(19x12) de VI- 163 pages; 1906. 3 fr. 5o c. 

Le baromètre anéroïde, par Julie:< Loisel, Licencié es 
sciences, Météorologiste à l'Ohservatoire de Juvisy. 
In-if» (19X12) de 2f pages avec 2 figures et i planche. 

I fr. 

Les procédés de commande à distance au moyen de 
l'électricité, par Frilley. ln-16 (19x1 2; de i83 p. 
avec 94 ligures. 3 fr. Soc. 



V. - EXTRAIT DU CATALOGUE 

DE LA 

BIBUOTHÈQUE PHOTOGRAPHIQUE. 
( Demander li Catalogue couplet.) 

Agenda Lumière, pour i9o(>. Petit in-8 de /)oo pages 
environ, cartonné. 1 fr. 



4ide-Mémoire de Photograpbie, publié depuis 1876 
sous les auspices de la Société photographique de Tou- 
louse, par C. Fabrr. In-i8, avec figures et spécimens. 

Broché.... i fr. 75 c. | Cartonné., a fr. 35 c. 

Les volumes des années précédentes, iatr/ 1877, '^7^» '^79 
1880 et i883, se vendent aux mêmes prix, 

Belin (Edouard), ancien Élève de l'Ecole impériale et 
royale do Photographie de Vi»'nnc. — Manuel pra- 
tique de Photographie au charbon, ln-18 jcsns avec 
6 figures; 1900. 2 fr. 

Belin (Edouard). — Précis de Photographie générale. 
2 volumes grand in>8 se vendant séparément. 

Tome I. Généralités, opérations photographiques. Volume 
de vui-2^<G pages, avec 90 figures; 1905. 7 fr- 

Toue 11. Applications scientifiques i*t industrielles. \q\ 
lume de 233 pnges, avec 99 figures et 10 planches • 
J905. 7fr. 

Berget (Alphonse), Docteur es Sciences. — La Photo^ 
graphie des Couleurs par la méthode inlerfcrcnticlle de 
M. LippmanUy 2* édition culièicnent refonilue. in- 18 
Jésus, avec 22 figures; 1901. i fr. 76 c. 

Bernard (J.) et Touchobeuf (L). — Pet.tt clichés et 
grandes épreuves. Guide pl)Oto(^rjphique du touriste 
cycliste. 1p-i S jér.u*; 1898. 2 fr. 76 c 

Braun fils (G. et Ad.). — Dictionnaire de Chimie pho'- 
tographitfue à l'usage des projcxsinnnr/s et des ama- 
teurs. Un volume grand iu-iS do 5^<) pages. 1904; 12 fr. 

Barton (W.-K.). — AD C dr la Photographie moderne. 
Traduit de l'anglais sur la 12* édition par G. Huderson. 
5* édition, revue et augmente«>. Iii«i8 jésus, it>t Hg., 
1901. 3 tr. 

GolSOn(R.). — La Photographie sans objectif an moyen 
(P une petite ouverture. Propriétés, usage, applications, 
a* édition, revue et augmentée. In-i8 jéaus, avec plai*' he 
spécimen ; 1891. i fr. 76 c. 

Gourrèges (A.), Praticien. — Ce qu'il faut sa%^ir pour 
réussir en Photographie. 3* édition r»vuc et corrigée. 
tn-i6(i9 x r2). {Sous presse). 

— La relouche du cliché. Retouche chimique, physique cl 
artistique, ln-18 jcsu«; 1898. 1 fr. 5o c. 

— Impression des éprenvts sur pnftiers dive/s^ par noir- 
cissementf par imprasion latente et développement. 
ln-18 jésus, avec figures; 1898. a fr. 

— Le portrait en plein air. ln-18 jésus, avec figures et 
I planche en photocoUographie; 1899. a fr. 5o c. 

— La reproduction des gravures, dessins, plnns^ manu- 
scrils. ln-18 jésus, avec figures; '900. 2 fr. 

— I*es agrandissements photographiques. Ia-i8 jésus. avec 
figures; 1901. 2 fr. 

Goustet (E.). — Le tlévfloppemcat en pleine lumière. 
In-iG ( 19 X 12 ) de vni-53 pages; 1905. i fr. 5o c. 

Cronenberg (Wilhelm), Directeur de l'Hcole de Photo- 

graphie et do reproduction pliotographique de Grônen- 
ach. — La Pratique de la Pholotypogravure américaine. 
Traduit et augmenté d'un Appendice par C. Fert, 
Chef dos travaux pratiques à l'École de Physique et de 
Chimie industrielles. ln-18 jésus avec G6 figures et 
i3 planches; 1898. 3 fr. 

Dallmeyer (Thomas R.), Président de la Royal PhotO' 
graphie Society. — Le Téléobjectif et la Téléphotogra- 
phe : Traduction Irançaisc augmentée d'un appendice 
bibliographique; par L.-P. Clerc. Grand in-8 (26 x iG) 
avec 5r figures cl 11 planches; 1903 6 fr. 

Oavanne. — La Photographie. Traité théorique et pra^ 
tique, a beaux volumea grand in-8, avec 2^4 ligures et 
4 planches spécimens; 1886-1888. 3a fr 

Chaque Volume se vend scparcmenl iS fr. 

Da vanne (A.), Bucquet (M.) vi Vidal (Léon). — 

Le Musée rétrospectif de la Photographie à CKxpo- 
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aiiion universelle de igoo. Grand in-Savec nombreuBes 
figures et II planehei; 1903. 5 ifr. 

Demarçay (J.)* — NoU sur la ihéone des obturateurs 
p holographiques. Grand in-8 ( ij x 16) de ix-81 paf^os; 

1906. a fr. ho c. 

Dillaye (FrédériO), Principes et Praiiçue d'art en Pho- 
tographie. Le Paysage. Grand in-S, avec 3a figures et 
34 photogravures' de paysage; 1899. 5 fr. 

Drauz (F. ). — La Photogravure pour tous. Manucd pra- 
tique. Iri-i6 (19 X 12) de i?-6ft pa(;os; 1904. i fr. 5oc. 

Eder (D' J.-M.), Directeur de PÉcole impériale photo- 
graphique de Vienne. — Formules, Reùettei et Tabûê 
pour la Photographie et les procédés de reproduction. 
Édition revue par fauteur; traduite de rallemand par 
G. Brads fils. In- 18 Jésus; 1900. ^ir. 

Fabre ( G.), Docteur es Sciences.— Traité encyclopédique 
de Photographie, 4 beaux volumes gr.in-S, arec plus de 
700 figures et 3 planches; 1889-1891. 4^ ^^' 

Chaque voltune se vend séparément 14 f r. 
Daf siipplénienu, d«iUn«fl i •xpotar !•• progrès accomplit, Tleànent 

compléter eo Traité at lo malnunlr aa eoarant doi damiérss déeoa- 

varta». 

V* Supplément (A). Gr. in-8 de 4oo p., avec 176 figures; 

1893. i4 fr. 

li* Supplément (B). Gr. ia-8 de 4^4 P< ^^^- ^3i figures; 

1898. i4 fr. 

m* Supplément (C). Gr. in-8 de 4^4 p. «Tec 2i5 figures; 

190a. . : • «4 f"^' 

\S^ Supplément {p). Gr. in-8 de |-^4 P*> ^^^^ nombreus<>s 

figures; i9o(). i4 fr. 

Les huit volumes se vendent ensemble 96 fr. 

Fabre (C). — Lrs industries photographiques. Matériel. 
Procédés négatifs. Procédés positifs. Tirages indus- 
triels. Projections. Agrandissements. Annexes. Grand 
in-8 (aSxiG) do (ioa pages, avec i83 figuras; 
1903 18 Ir. 

FabrO (C). — Traité pratique de Photographie stéréos- 
copique. Grand in-8 (ar)xif)) dp 'awj pages av«'c 
l'Sà figures; 1906. (> fr. 

Fabre (C. ). Guide du photographe débutant. Brochure 
in-8 ( 18 X la) de 35 pages; i9o(). o fr. 75 c. 

Ferret (Tabbé J.). — La Photographie par le Collodion. 
ln-16 (19 X la); 1903. I fr. 5o c. 

Foartier (H.). — Dictionnaire pratique de Chimie pho- 
tographique, contenant une Étude méthodique des divers 
corps usités en Photographie, précédé de Notions usuelles 
de Chimie etsuivid'une Description détaillée des Manipu- 
lations photographiques, Gr. in-8, avec fig. ; 189a. 8 fr. 

Fourtier (H.). — Les positijs sur verre. Théorie el 
prati((ue. Les positifs pour projections. Stéréosr*o|M'H 
ft vitraux. Méthodes opératoires, (loloriage et montage, 
a' édition. In-i<) (19 x ij) de 188 pa{;es, avec la Hy ; 

1907. a Ir. 76 c. 

RlaJ^, Artiste photographe. — La Photographie d'Art à 
l'Exposition universelle de 1900. Grand in-8 avec de nom- 
breuses illustrations et planches; 19Ô1. 6 fr. 5o'c. 

— Les portraits aucrajon, au fusain et au pastel, obte- 
nus au moyen des '^agrandissements photographiques. 
Nouveau tirage (19 x 12); 1904. a fr. 5o c. 

Londe (A.), Chef du service photographique à la Salpé- 
trière. — La Photographie instanfan^e, Théorie et pra' 
tique. 3* édition entièrement refondue. In-i8^ jésus» 
avec 65 figures; 1897. ' fr« ?5 c 

^ La Photographie à l'éclair maguésique. Grand in-8 
( '.»5 X 16) de ix-9<) pages, avec :»3 figures et 8 planches; 

H)<»5. 4 ^**' 

Martel (E.-A.). — La Photographie souterraine. In-i6 
raisin avec i^) planches; 1900. a fr. 5o c. 

Maskell (Alfred) et Demachy (Robert). — Le procédé 

à la gomme bichromalée ou photo-aquateinte. Traduit 
de ràuglais par (». Dbvaïilay. a* édition entièrement 



refondue par Robert Demach\. In-i6 (19 x 1^) de 80 p., 
avec 3 figures; kjoS. a fr. 

Massiot (G-.).. — Les^ pro/i-rnont uienLifiques et amu- 
santes. Rfo'fhure ih-S (al > 1^) de Vl-Î^^ paj^es; i;j(»'>. 

1 fr. 7.') c. 

Mercier (P.), Chimiste, Lauréat de l'École supérieure de 
Pharmacie d^ Paris. — Virages^eJL fixages. Traité histo- 
rique ^ théorique et pratique, a vol . m - 1 8 j . ; 1 89a . 5 fr . 

On -vend séparément : 

V* Paktii ■• Notice historique, tirages aux sels d'or, a fr. :5 c. 
II' PAarii : P'iragrs atix divers métaux. Fixages. a fr. :S c. 

Panaiou, Chef du Service photographique à la Facuhé de 
Médecine de Bordeaux. — hfanueïdu photographe ama- 
teur, 3* édit., entièrement refondue et considérable- 
ment augmentée. Petit in-8favec 63 fig.; 1899. a fr. 75c. 

Pierre Petit fils (Auguste). — La photographie sim- 

pUfiée et la lumière artificielle. In- 16 (19 x la)^ avec 
3o figures et i planche; 190.^. a fr. 

Piquepé ( P. ). — Traité pratique de la He touche lies 
elicnés photographiques, suivi d'une Mcihnde très 
dé/aillée d'éMÇ.i/laçe et Formula' çt prociuiés divers,. 
Nouveau tirage. ïii-i»> ( 19 - \ij <!»• i.»..| pages; 1906. 

a fr. 7^ c. 

Payo (C). — Notes sur la Photographie artistique. Texte 
et illustirations. Plaquette dé grand fiixe in-4 r^iBini 
contenant 1 1 héliogravures de Dujardin et 39 phototype- 
gravures dans le texte; 1896. 10 ir. 
11 reste quelques exemplaires sur Japon, avec plan- 
ches également sur Japon . ao' tt. 

Ris-Paquet. — La préparation des plaques au gélatino- 
bromure par Ctunateur lui-même. In- 16 raisin avec 17 fi- 
gures; i9(»3. a fr. 

Rouyer (L. ). — Lieutenant-Colonel du Génie, en re- 
traite. — Manuel pratique de Photographie sans objec- 
tif, ln-16 ( 19 X n ) avec 19 fig. ; i<»oî« j fr. 5o c. 

Sollet (Gh. ). — Traité pratique des tirages photogra- 
phiques, avec une Préface de C. Puto. ln-16 raisin de 
vifi'«a4o pages ; 190a. 4 Cr* 

Trutat (EO1 Directeur du Musée d'Histoire naturelle de 
Toulouse, Président de la section des Pyrénées Cen- 
trales du Club Alpin français. Président de la Société 
photographique de Toulouse. — La Photographie euii- 
mtftf, avec une Préface de M. Marby, Membre de ITn. 
stitut. Grand in-8 avec i^|6 fig. et i pi.; 1899. 5 fr. 

— Dix Leçons de Photographie. Cours professé au mu- 
séum de* Toulouse. In-i8 jésus avec Ognres; 1899. 

2 fr. nb c, 

— Les tirages photographiques aux sels de fer. ln-16 
(i9X»'-i); i9^>4- ï fr. i5 c. 

?ldal (Léon), Officier de l'Instruction publique, Pro- 
fesseur à I Ecole nationale des Arts décoratifs; '^— 
Traité pratique de Photochromie. In- 18 jésus avec 
96 figurés et l'i planches en couleurs; 1903. 7 fr. 5o c. 

— Traité pratique de Photogravure en relief et en ereuT. 
ln-18 jésus, avec 65 figures et 6 planches; 1900. 6fr. 5oc. 

Wallon (E.). Professeur de Physique au Lycée Janson 
de Sailly. — Traité élémentaire de l*obiectif photogra^ 
phique. Grand in-8, avec i35 figures; 1091. 7 it* do e. 

— Choix et usage des objectifs photographiques. Petit 
in-8 avec a5 figures; a* édition, 1903. 

Broché a fr. 5o. | Cartonné loileanglaise. 3fr. 



VI . — JOURNAUX. 
(Les abunnement* aunt annuela et partent d« JtiiTier.) 

ANNALES DE LA FACULTÉ SES SCIENCES DE L'UNI- 
VERSITÉ DE TOULOUSE pour les Sciences mathé- 
matiques et les Sciences physiques, publiées sous les 
auspices du Ministère de l'Instruction publique par un 
Comité de rédaction composé des Professè'ùrà ae'Hu- 
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thématiques, de Phytique et de Chimie de la Faculté. 
In-4i trimestriel. 

I** Série, 11 tolumes in-4 (années 1887-1898) se ren- 
dant ensemble. 34o fr. 
Chacun des Tomes I à XII (1887-1S98 ) séparément 30 fr. 

II* Série, Tomes i à TII (1899-190.S). Chaque année. 

25 fr. 
Prix pour un an {^ /aecieuies) : 

Paris a5 fr. 

Départements et Union postale. a8 fr. 

ANNALES DE L'UNIVERSITÉ DE GRENOBLE, pu- 
bliées par les Faeultée de Droite des Sciences et des 
Letiretf et par VEcole de Médecine. Grand in-8. 

Prix de l'abonnement (3 numéros)'* 

France i a fr. | Étranger i5 fr . 

Par exception, Tannée 1889 ne comprend que les nu- 
méros du i" juin et du i** décembre; le prix de cette 
année est de 8 fV. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE MONTSOURIS. 
Météorologie. Chimie. Micrographie. Applications 
à l'hygiène. 

Ces Amnalrs, publiées sous la direction des chefs de ser- 
vice, paraissent régulièrement chaque trimestre par fas- 
cicule de 6 feuilles jjrand in-8 avec figures et planches. 

Les Annales de V Observatoire municipal (Observaloire 
de Montaouris) forment la suite naturelle des Annuaires 
parus de 1872 à 1900. 

Prix pour un an {l^ fascicules). 
Paris , . i5 fr. | Dép. et Union postale. 17 fr. 

Le Tune 1 (1900) contient le résumé des travaux des 
années 1899- 1900. 

Les Tomes II à VI (1901-1905) contiennent le résumé 
des travaux des années 1901 h ipoS. 

Un fascicule spécimen est envoyé sur demande. 

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE 
SUPERIEURE, publiées sous les auspices du Ministre 
de l'Instruction publique, par un Comité de Rédaction 
' composé des Maîtres de Conférences. ln-4> mensuel . 

i'* Séria, 7 volumes, années 1864 à 1870. i5o fr. 

2* Séria, I a volumes, années 1873 à i883. a5o fr. 

3* Séria, les 10 volumes formant les années 1884 à 1898, 
ensemble. 200 fr. 

— Los to volumes formant les années 1894 à 1903, en- 
semble. 300 fr. 

La 3* Série, commencée en 1884, parait, chaque mois, 
psr numéro contenant 4 ^ 5 feuilles in-4t avec fig. et pi. 

On 'vend séparément. 

Chacune des années 1864 à r87o, 1871 à 1903. aS fr. 
Chaque année suivante 3o fr. 

Table des matières et noms d'auteurs contenus dans 
les s premières Séries. In«4 't 1S87 s fr. 

Table des matières et noms d'auteurs contenus dans 
les Tomes I à X de la troisième Série (1884-1898). 
In-4; 1894.. I fr. 

Table des matières et noms d'auteurs contenus dans les 
Tomes XI à XX de hi troisième Série {iS\)l^-iQO^). 
ln-4; 1904. I fr 

Prix pour un an ( la numéros) : 

Paris.. Ho fr. | Départements et Union postale. 35 fr. 

BIBLIOGRAPHIE SCIENTIFIQUE FRANÇAISE. - 
Recueil mensuel public sous les auspices du Minis- 
tère de rinstruciiou publique par. le Bureau franchis 
du Catalogue iulernntiunal de la littérature scienti- 
fique. 

La Bibliographie est partagée on deux Sections : T" 
Section, Sciences mathématiques et physiques; a* Sec- 
tion, Sciences naturelles et biologiques. ' 



Prix pour un an (la numéros) : 

Départ, 
et 
Paris. Union post 
fr. 

i'* Section (6 numéros par an) 5,50 6,50 

2* Section (6 numéros par an) 9,50 10,50 

Les deux Séries réunies 15 s 17 » 

Le numéro double 1-9 de l'année 1902, qui contient la 
liste des périodiques avec leurs abréviations et la classt- 
ficatnm scientifique^ se vend séparément. 2 fr. ôo r. 

BULLETIN ASTRONOMIQUE, publié par l'Observatoire 
de Paris. Commission de rédaction : H. Poincaré, pré- 
sident, G, Bigourdan^ P. Puiseux, il. Ratiau et H* DeS' 
landree. Grand in-8, mensuel. 

Ce Bollatin mensuel, fondé en 1884» forme par an un 
beau volume grand in-8, avec figures et planches, de 3o k 
35 feuilles. 

Les dix premiers volumes (1884-1893) se vendent en- 
lomble. 110 fr. 

Les Tomes XI à XX (1894-1903) se vendent ensemble. 

iio fr. 

Chacun des Tomes làXX (i884-i9o3) sauf le Tome XV!, 
1890, séparément. lA fr. 

Chaque année suivante. 16 fr. 

Prix pour un an {12 numéros) : 

Paris 16 fr. 

Départements et Union postale 18 fr. 

BULLETIN DE LA SOGIËTÉ INTERNATIONALE DES 
ELECTRICIENS. 

Ce BcLLBTin, fondé en 1884, parait chaque année, en 
dix numéros, formant un beau volume de 3o feuilles 
environ, grand in-8 Jésus. 

L'abonnement est annuel et part de janvier. 

Prix pour un an .* 

Paris a5 fr. 

Départements et Union postale..... 37 fr. 

Prix du numéro : a fr. 5o c. 
Prix de chaque année depuis 1884.* ^^ f*** 

BULLETIN DE LA SOGIÉTË MATHËMATIQUE DE 
FRANCE, publié par les SecréUires. Grand in-8. 

Ce Bulletin, fondé en 1878, parait tous les trois mois; 
il forme chaque année un volume de 18 feuilles environ. 

Prix pour un an : 

Paris i5 fr. 

Départements et Union postale 16 fr. 

Chaque année depuis 1878 i5 fr. 

Table des Tomes 1 à XX (1873-1892). Grand in-8; 1894. 

I fr. 75 c. 

Table des Tomes XXI à XXX (1893 à 1902). Grand 

in-8; 1904. I Ir. 

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ FRANÇAISE DE PHOTO- 
GRAPHIE. — Gr. in-^, bimensuel. (Fondé en i855.) 
a* SÉaiB. 
1'* Série, 3o volumes, années i855 à 1884. a5o fr. 

Chaque année de la V* Série, sauf le Tome 1 (x855) 
et les Tomes XVII à XXX (1871-1B84). la fr. 

Chaque numéro séparément 1 fr. 5o c. 

Tables décennales par ordre de matières et par nouM 
d'auteurs. 

Tomes là X ( i655 à i864] > ^r- ^o e 

Tomes XI à XX (i865 à 1874) i fr. 5o c. 

La 2* Série, commencée eu i885, a continué de paraître 
chaque mois par numéro de a feuilles jusqu'en 189 1 el cha- 
cune des années séparées pendant cette période ae vend 
la ir. — Depuis 189a, le Bulletin paraît deux fois par 
mois, et forme chaque année un beau volume de 3o feuilles 
avec planches spécimens et figures. Chaque Tome, à partir 
du Tome VllI (1892), se vend séparément. i5 fr. 

et les numéros séparés. i fr. 

Prix pour un an (24 numéros) î 

Paris et Départements. i5 fr. | Etranger. 18 fr. 



\ 
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BULLETIN DES SGIEHCSS MATHËMATIQUES, rédi|;é 
par GoÈton Datboax, E. Picard t\ Jules Tannery. Grand 
III-8, mensuel. II* Série. 

La 1'" Série, Tomes I à XI, 1870 a i8n6, suivie de li 
Table générale des onse années, se vena. 90 fr. 

Chaqueannéede cette I'" Série se Tend séparément. i5 fr. 

Table générale des matières et noms d'auteurs con- 
tenus dans la i" Série. Grand in-8; 1H77. i fr. 5o c. 

La 2* Série, qui a commencé en janvier 1877, con- 
tinue à paraître par livraisons mensuelles. Les 10 pre- 
mières années do cette 2* Série (1877 à 1886) se ven- 
dent ensemble. lao fr. 
Les 10 années suivantes ( 1887-1896) se vendent en- 
semble, lao fr. 
'Chacune des 30 premières années de la 2* Série 
(1877 à 1896) se vend séparément. i5 fr. 
Chaque année suivante. 18 fr. 

Prix pour un an{ii numéros) : 

Paris 18 fr. 

Départements et Union postale 10 fr. 

La Table d*un des volumes du Bulletin est envoyée 
franco^ comme spéeimeuj à toute personne qui en Jait 
la ^iemande par lettre affranchi* 

BULLETIN MENSUEL DU BUREAU CENTRAL MÉ- 
TËOROLOGIQUE DE FRANCE, publié par K. Mascart, 
Directeur du Bureau Central Météorologique. In-4> 
mensuel. 

Prix pour un an : 

Paris. 5 fr. | Départements et Union pofrtalc. 6 fr. 
Chaque anuèc, depuis 1896. 5 fr. 

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 
DE L'AGADËMIE DES SCIENCES. In.4, hebdomadaire. 

Ces Comptée rendue paraissent régulièrement tous les 
dimanche», an un cahier de 3i à 40 piges, quelquefois de 
80 k Jio. 

Prix Dour un an (5a numéros et a Tables), 
Paris. 33 fr. | Départements. 40 f*** 
Union postale. 4^ ^f* 
La ColUetion complète, de i83S à 1906, forme i4i vc- 
lumee in-4. 17O5 fr. 

Chaque année, sauf i845, 1878 à 189a, i8g6 à 1898, se 
vend séparément, aS fr. 

Chaque mlume, sauf les Tomes ao, ai, 76 à 108, 110, 
fia, ii4t ii5, laa h xi"], se vend séparément, i5 fr. 

— • Table générale dei Comptée rendiu doe Séanooa de 
rAoadémiedeaSoiêQcee, par ordre de matières et par 
ordrealphabétique de noms d'auteurs. 4 vol. in-4, ••▼olr: 

Tables des tomes i à ,Y.rr/Ci835-t8î>o); i853. a > fr. 
Tables des tomes XXXIl à L \7 i i85i-i865)î 1870. 

aS fr. 
Tables des tomes L \U à XCi ( î86fi-i88o); 1888. ai fr. 
Tables des tomes .rC//*i C.07( 1881-1895): 1900. a5 fr. 

ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE (L').- Revue in- 
ternationale, paraiHsant tous \o% deux mois depuis 
janvier 1899, par fascicule de 80 paires in-8 raisin 
(a5 X 16), sous la direction de MM. C-A. Laisant et 
H. Fehr, avec la collaboration de M. Buhl et sous les 
auspices d'un Comité de patronage. 

Abonnement : Union postale i5 fr. 

Prix du numéro 3 Ir. 

La coUoction des sept premiers volumes (1899 

à 1905 ) ! . 8'| fr. 

Les Tomes l, III ti VI sont en vente au prix 
de i5 fr. l'un 

JOURNAL DE CHIMIE PHYSIQUE. Ëlectrochimie, 
Thermochimie, Radioehlmie, Mécanique chimique, 
Stcechiochimie, public psr Philippk-A. Guye, Pro- 
fesseur de Chimie à l'Université do Genève, avec la 
collaboration do nombreux savants. 

Cette publication parait en huit ou dix numéros for' 
mant un volume annuel de 600 à 700 pnfres (;rand in-8 
(a3 X i6). 



Prix de l'abonnement, pour toute l'Union postale, ao fr. 
Prix des volumes précédants, ciiacun 3o fr. 

JOURIfAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLI- 
QUEES, publié par Gamilli Jorda:^, Membre de l'In- 
stitut, avec la collaboration de M, Lévy, A, Mannheim^ 
B, Picard, H, Poincaré, ln-4» trimestriel. 

{'* Série, ao volumes in-4, «nnées i836 à i855 (auliiu 

de 600 francs). 400 fr. 

2" 'Série, 19 volumea in-4» années >856 à 1874 (eu lieu de 

570 fr.). 38o fr. 

3* Série, 10 volumes in«4, années 1875 à i884 (eu lieu 

de 3oo fr.). 300 fr. 

4' Série, 10 volumes in-4, années i885 à 189^ (au lieu de 

3oo fr.). aoo fr. 

5* Série, 10 volumes in-4, années 189J à 190^. aoo fr. 

Ciiacune des années i836 à 1878, 1880 à 190^ se vend 
séparément. 23 fr, 

La 6* Série, commencée en igfoS, se publie, chaque année, 
en 4 fascicules de la à i5 feuilles, paraissant au commen- 
cement de chaque trimestre. 

Prix pour un an (4 fascicules) : 

Parla 3o fr. 

Départements et Union postale 35 fr. 

— Table générale des 20 volumes do la i'* Série. In>4. 

3 fr. 5o c 

— Table générale des 19 yolumes de la 2« Série, ln-4' 

3 fr. 5o c . 

— Table générale des 10 volumes de la 3* Série, ln-4. 

I Jr. 75 c. 

— Table générale des 10 volumes composant la A* Sé- 
rie, avec une Table générale des auteurs des 59 volumes 
dos 4 premières séries (1836-1894). ln-4. i fr. 76 c. 

JOURIfAL DE PHYSIQUE THÉORIQUE ET APPLI- 
QUEE, fondé par d'Almeida et publié par K, Bouty^ 
Lippmann, R, Mascart, L. Poincaré, d. Potier, et MM, 
Urunhes, Lamotte et G. Sagnac, adjoints ii la rédaction, 
avec la collaboration d'un {^rand nombre de professeurs 
et de physiciens. Grand in-8, mensuel. 

Paris et Départements 17 fr. 

Union postale 1 H fr. 

— Table analytique et Table par noms d'auteurs des 
trois premières séries (1872-1901) dressées par MM. 
K. KouTY et B. Hriinhes, avec la collaboration de MM. 
Hënard, Casbé, CouF.iTE, Lamottb, Marcuis, Maurain, 
iioY et Sardoz. Grand in-8. 10 Ir. 

L'INTERMÉDIAIRE DES MATHÉMATICIENS, dirigé 

r^ar C,-A, Laisant, Docteur es Sciences, ancien Élève de 
'Ecole Polytechnique, ei£milc Lemoine, Ingénieur civil, 
ancien Elève de l'Ecole Polytechnique, avec la collabo- 
ration de Ed. Maillet, Ingénieur des Ponts et Chaussées, 
Répétiteur à l'Ecole Polytechnique, et^^. Grévy, Pro- 
fesseur au Lycée Sftint-Louis (pui>lication honorée d'une 
souscription du Ministère de l'Instruction publique). 
ln-8, mensuel. 

Prix pour un an (la numéros) : 

Paris, 7 fr. — Départements et Union postale, 8 fr. 50 c 
Les Tomes I à X (189^-1903 ) se vendent ensemble. 60 fr. 
Les Tomes II à XI (1894- 1904) se vendent chacun. 7 fr. 
Le Tome I (1894) ne se vend pas séparément. 

MÉMORIAL DES POUDRES ET SALPÊTRES, publié par 
les soins du Sbrvici des poudres et salpêtres, avec l'hu- 
torisation du Ministre de la Guerre. Grand ln-8. 

Le Mémorial parait sous forme de Recueil périodique, 

en deux fascicules semestriels, et forme, tous les deux 

ans, un beau volume de a4 feuilles environ, avec flgurea. 

Collection des Tomes I à XII (1S83-190J). (Bare,) 

Chacun des Tomes III, Vu XllUo vend séparément. lafr. 

Les Tomes I, Il et IV no se vendent pas séparément 

Prix de t abonnement pour un volume ( 4 fascicules) 

Paris 8 fr. 

Déparlements et Union postale .... 9 fr. 
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LE MONITEUR DE LA PHOTOGRAPHIE. Directeur: 
Charles Gravier, Gr. in-S illustré. Meiisuol. 3* Série, 
Tome I {ii^* amnée), 

La 3* SériO (grand in-8) parait mensuellement, 
depuis 1906. 

Prix de Tabonnement (12 numéros). 
Paris et Départements : i fr. So c. 
Etranger : 5 fr. 

Chaque numéro te rend séparément o fr. i5 c. 

NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES. Joar- 
nal dai Candidats auxEoolas PoIytechDi(iaa at Nor- 

mala, rédigé par C-^. Laitaitl, Docteur es Sciences, 
Professeur à Sainte-Barbe, Répétiteur à TEcoIe Poly- 
technique, C, Bourlee, Docteur es Sciences. Professeur 
au Conservatoire des Ans et Métiers, et R. Bricurd, Ré- 
pétiteur à l'Ecole Polytechnique, ln-8 mensuel. 

i'* Séria, 30 toI. in-8, années 1843 à 1861. 3oo fr. 

Lei Tomes I à Vil et XVI (i84>]848 et 1857) ne §« 

Tendent pas séparément. Les autres Tomes de Is 

i** Série se Tendent séparément. i5 fr^ 

2* Séria, ao toI. in-8, années 1862 à 1881. 3oo fr. 

Les Tomes I à III, V et XIX (1863 à i864, 1866, 1880) 
de la 2* Série ne se Tendent pas séparément. 
Les antres Tomea se Tendent séparément. i5 fr. 

3* Série, 19 vol. in-8, années i88a à 1900. a85 fr. 

Les Tomes I à XIX (i88a à 1900) de la 3* Série se 

Tendent séparément. i5 fr. 

La 4* Séria, commencée en 1901, continue de paraître 
chaque mois par cahier de 4^ pages au moins. 

Prix pour un an (la numéros) : 
Pjiris.. 16 fr. I Départements et Union posule. 17 fr. 

REVUE ÉLECTRIQUE (La), publiée sous la direction de 

J. Blondin. 

La Revue électrique parait deux fois par mois, par fasci- 
cules de 3a pages in-4 (aSxaa). Elle forme par an 
a volumes de plus de 4^0 pages. 

Prix de l'abonnement (a4 numéros) : 

Paris 25 fr. 

Départements .... 27 fr. âo c. 

Union postale 3o fr. 

l'rix du numéro : i fr. 5o c. 

Les ToHBS I à V (190^-1906) se vendent chacun 11 fr. 

REVUE SEMESTRIELLE DES PUBLICATIONS MA- 
THËMATIQUESff rédigée sous les auspices de la Société 
Mathématique d'Amsterdam. Grand in-8, paraissant en 
a fascicules (fondé en 1893). 

Prix pour un an : 

Paris, Départements et Union postale : 8 fr. 5o c. 
(Port en sus : o fr. 60 c). 

Chacune des an nées antérieures, à partirdei893 (sauf le 
Tome UI). (Port en sus : o fr. 60 c). 8 fr. 5o c. 



VII. — RECUEILS SCIENTIFIQUES. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE PARIS, publiées 
par M. Maurice Leewyf Directeur. Mémoiras, Tomes I 
à XXIV. In-4i •▼«€ planches; 1855-1904* 

Les ToMis I à X, XII, Xlil et XV à XXIV se vendent 
séparément. 17 fr. 

LeToMi XI (1876) et le Tous XIV (1877) compren- 
aent denx Parties qui se Tendent séparément. 10 fr , 

Le ToMi XXV est sous presse, 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE PARIS, publiées 
par M. Maurice Leewy^ Directeur. Observations : 

Tomes ! à XXIV (Observations des années 1800 
à 1829 et 1837 à 1869); chaque volume. ^o fr. 

Années 1870 a 1890, 1897 ^ '90'-- lîhaque année. 40 fr. 
Les observations des années 1891 à 1896 paraîtront ulté- 
rienrenient. 



ANNALES DU BUREAU CENTRAL MÉTÉOROLOGIQUE 

DE FRANCE, publiées par E. Maseart, Directeur. 

Les Annales ont forme ^ par an , de 1878 à i885, quatre 
volumes grand iw^ avec planches ( "voir pour les détails 
le Catalogue général). 

Depuis l'année 1886, les A.-^nalbs do BoaiAc cintial 
forment trois 'volumes par an : 

I. — Mémoires. Grand in-4 avec planches. 

Aaiin&ES : 1886 à 1903. Chaque volume. i5 fr. 

II. — Observations. (*rand in-4* 

A.^?iÉES : 1886 à 1903. Chaque volume. i5fr. 

IN. — Pluies en France. Grand in-4. A?iif«E8 : 1886 

à 1896. Chaque volume. i5 fr. 

Anrécs 1^97 à i9"4, avec 4 pi> chacune. Chaque 

volume. 10 fr. 

Table généraU par noms d'auteurs des Mémoires 
contenus dans les Tomes 1 h IV des Annales du Rdrsau 
CENTaAL MÉTÉOROLOGiQUF. pour Ics 23 premières années 
(1878-1900). Grand in-4 de 26 pages; 1903. 1 fr. 5o c. 

ANNALES DU BUREAU DES LONGITUDES. Travaui 
faits à Tobservatoire astronomique de .Montsouris, et 
Mémoires divers. 

ToMi I. In*4f avec une planche sur acier donnant 

la vue de l'Observatoire; 1877. a5 fr. 

Tome 11. lu-4; 1889. sS fr. 

ToMsIlI. ln-4; i883. a5 fr. 

ToMB IV. In-4; avec a pi.; 1890. 35 fr. 

Tom V. In-4 ; avec 4 pL; 1897. aS fr* 

ToMB VI. 1d-4; avec 8 pi.; 1908. 25 fr'. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE BORDEAUX, pu- 
bliées par Rayet^ Directeur de l'Observatoire. 

Tome I. In-/|, avec figures et un plan de l'Observa- 
toire; i885. 3o IV. 

Tome II, avec ligures; 1887. 3o fr. 

Tome III, avec 3 planches; 1889. 3o fr. 

Tome IV âXH; 1892-1906. Chaque volume. 3o fr. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE TOULOUSE, 
publiées par 27. Baillaud^ Directerfr de l'Observatoire. 

ToMi 1 (travaux exécutés de 1873 i 1878). ln-4 avec 
planche; 1880. 3o fr. 

Tome II ( travaux exécutés de 1879 à i884). In-4; 

1886. 3o fr. 

Tome III (travaux exécutés de 1884 à 1897). ln-4; 

1899. 3o fr. 

Tome IV (travaux exécutés de 1891 à 19C0). ln-4; 

1901. 3o fr. 
Tome V (travaux exécutés en 1900). In-4; 1902. 3o fr. 

ANNALES DE L'OBSERVATOIRE DE NICE, publiées 
sous les auspices du Bureau des Longitudes, par 
j4. Perrotin, Directeur (Fomdation E. BisceorpsBiiM). 

Tome I. Grand in-4 avec Atlas de 44 planches sur 
cuivre; 1899. 4o fr. 

Tome II. Grand tn-4i avec 7 belles planches, dont 3 en 
couleur; 1887 • 3o fr. 

ToMB III. Gr. in-4i avec i pi. et Atlas contenant 17 
belles pl. (spectre solaire de M. ThoUon) ; 1890. 4o fr. 

Tomes IV à X. Gr. in-4 ; 1^9^ À 1905. Ch. vol. 3o fr. 

ANNUAIRE pour l'an 1907, publié par le Bureau des 
Longitudes, contenant les Notices suivantes : 

Le diamètre de Fénus^ par A. Bogqcet de ia Gr\e. — 
Histoire des idées et des recherches sur le Soleil. Révé- 
lation récente de l'atmosphère entière de l'attrct par 
H. Deslandbes. La XV" Session de f Association géo^ 
désique internationale f par A. Bgl'qdet db la Grte. 
In- 18 carré de plus de 800 pages. 

Broché., i fr. 5o c. | Cartonné 2 fr. 

Pour recevoir l' Annuaire franco ajouter 35 c. 

CATALOGUE PHOTOGRAPHIQUE DU CIEL (OnsEavA- 
toibe de Paris). — Coordonnées rectilignes. Tome I. 
Zone +23* à +26*. Grand in-4 de [52]-3o6 pajjcs. 

1902. ^o fr. 
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CATALMfTC PHOTOGRAPHIQUE DU GIBL. (0»skr. 
vATotRB d'Alger). — Goordonnéat rectilignes, Intro- 
duction |>ar Cd. Trépib», Directeur de Tobserratoire. 
grand in-4* de cxxxvi piges; 1903. i5 ft*. 

ToMi V, Zone — l'àji» (1" fascicule de o'' h 6»'56"'). 
Grand in-4* ^^ iv-73 pages; igoS. H Ir. 

Tome VI ; Zone— îi« à ©• ( i" fascicule de o»» à 4»'a8'" ). 
Grand in-4* de i( pARCs; 1908. 3 fr. 

Tome VII : Zone — 3* ii — 1* (i" fascicule de o»* à 6»'8"). 
Grand in-4* de 4^ pages; igoS. 5 fr. 

CATALOGUE PHOTOGRAPHIQUE DU CIEL (Observa- 
toire OR BoRDiAt'x). — Coordonnées reotilignes. Vo- 
lume grand in-4 (33 x 25). 

Tome I. Zone -»-i6* à -f-i8*. Volume de 89-aia pagos; 
1905. 4^ ^^' 

CATALOGUE PHOTOGRAPHIQUE DU CIEL ( Obsirva- 
toire de Toulouse), Coordonnées reetilignea. Volumes 
grand in-4 (33xa5). 

Tome II, Zone -«. 8" à 4- 10* ( i** fascicule de o^ à 6^ 8"). 
Vol do yi-^n pages; 1904. i3 fr. 

Tome IV, Zone -h 6" à -^ 8» (i" fascicule de o*» a 6»» 33"»). 
Vol. de ¥1-52 pages; 1904. 10 fr. 

Tome VI, Zone -+- 4" h ^- 6« (i*' fascicule de o»» à6»'8'" ). 
Vol. de VI- 4*1 pages; 1904. 10 fr. 

Tome VII, Zone -»- 10" u-+-i a" (i** fascicule de o*'à6^o"). 
Vol. deEiii-4i pages; 1904. 6 fr. 

— Observations d'Ëroa (3* faicie«l0). Volume de 
xxiT-8a pages; 190G. 13 fr. 

G0MNAI88ANGE DBS TEMPS •« 4M aoWêtttaU o«* 

lofUt, à rmagê dtt AitronoBM et 4et llavlgtttvn, 

ponr j'âB 190B, p«bHéoparla Mur^autUt Longitudes, 
Gr. in-8 d« viii-935 pages, avec a eartes en couleur; igoS. 

Broché... 4 fr. | Cartonné... i (r. "fb e, 
f oar reeefoir TOuTrege franco dantîet pays de TUnion 
poitAle, ajoular i fr. 
Le Tolume pour Tannée 1909 paraîtra en janvier 1907. 
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JOURNAL DE L*ÉCOLE POLTTECHHIQUE, publié par 
le Gomell d'Instruction ^e cet étabHteeBient. 

I** Série, 64 Cfthierf in*4« •▼<€ figures et pi looo fr. 

TabU dët maiièrei et noms d'auiemrt des 64 Cahiers de 
la f Série. U-4; 1S96. 3 fr. 

II* Séria. Cahiers I à lll.iSoSà 1807, chaque Cahier. 10 fr. 
IV- Cahier, 189S i3 fr. 

V* et VI* Cahiers, 1900, 1901, chaque Cahier. 

10 fr. 
Vil» Cahier, 190a. la fr. 

VIII- Cahier, 1903. 10 fr. 

IX- Cahier, 1904. 10 fr. 

X- Cahier, 1905. to fr, 

XI- Cahier, 1906. 11 fr 



VIII. - ENCYCLOPÉDIE 
Die 

TRAVAUX POBUCS, 

ET ENCYCLOPÉDIE INDUSTRIELLE, 

rONoéBS PÀM M. -G. LaonALAS, 

Intpeetsur fénéral 
4m PobIi «t CbaoMées «a retraita. 



ALHEILIO, InRénieur de la Marine, El- Professeur à 
l'Ecole d'application du Génie maritime, et ROCHE (Ca- 



mille), Induatriel, onoin Ingéoiear de la Marina. -> 
Traité daa maoliinaa A vap^nr; rédigé conformément 
au programme du Cours de machines à vapeur de l' Eeole 
CeniraU» Deux volumea grand in-S-, se rendant lépa- 
rément. ( E. I.) 

Tom l : Thermodynamique théorique et applications, 
La machine à 'vapeur et Us métaux qui y sont 
employés. Puissance des machines, diagrammes indi^ 
eateurs. Freins. Dynamomètres, Cawtti et disposi- 
tions des organes aune machine à vapeur. Bégula* 
tion, épures de détente et de régulation. Théorie des 
mécanismes de distrihution, détente et ehangemant 
de marche. Condensation, alimentation. Pompes de 
service. Vol. de ti*6o4 p*» aToe 4 1) flg. ; 1695. 9o fr. 

ToMi II : Forces d'inertie. Moments moteurs, frôlants. 
Régulateurs. Description et classification des ma^ 
chines à vapeur. Machines marines. Moteurs à ga*^ 
à pétrole et à air àhaud. Graissage^ joints et presse^ 
étoupes. Montage des machines. Essais des moteurs. 
Passation des marchés. Prix de reeient d* exploita- 
tion et de construction. Ânneste : Note sstr les servo- 
moteurs. Tables ntunériquee. Volume de tT-56o pages, 
aree a8i figures; 18^. x8 fr. 

APPERT(Léoii) et HENRIVAUX ( Jidaa)» Ingénlears. - 

Varra ai yerrada. Grand in-8, de 4^ pages ateo i3o 

flg. et un Atlaa de i4 planohea in-^ ) 1894 (E* I*)* ^ ''• 

REAUVERIE (J.), Docteur es sciences, chargé d'un 
Cours et des Travaux pratiques de liolanique applii)née 
à l'Université de Lyon, Préparateur de Botanique gé- 
nérait;. — Le Eoia* Structure. Rapports entre la strur^ 
tare et les qualités dm bois d'a-uere. Composition et 
propriétés chimiques. Caractères et propriétés phy- 
siques. Production des bois, La forêt. Âbatage des 
bois. Altérations et défauts des bois d^ctwtre. Consér^ 
vation des bois. Étude spéciale des bois utiles et des 
eesenees qui les produisent. Bois indigènes et bois exo- 
tiques. Le liège, La production du bois dans le monde. 
Bois des colonies françaises. Utilisation des bois. Avec 
une Préface de M. DAcaaÈE, Conseiller d'Etat, Direc- 
teur général des Baux et Forêts au Ministère de l'Agri- 
culture. Un volume en deux fascicules grand in*8 
(36x16) de XI-1403 p., avec 483 fig. (E. I.), 190.5. 
(Médaillodc la Société nationale d'agriculture). 30 fr. 

COLSON (G.)» Ingénieur en chef des PonU et Chaussées, 
Conseiller d'Eut. — Courg d'Economie politiqua pro- 
fessé à l'Ecole nationale des Ponts et Chaussées, 3 toI. 
grand in-8 se fendant séparément (E. t. P.). 

Ton ! : Exposé général des phénomènes éeomamiques . 
Le travail et les questions oueri^res. VoJame de Sgo p.; 
1901. 10 \t. 

ToMi II : La propriété des biens corporels et incorpo- 
rels. Le Commerce et la circulation. Voliime de 774 pages ; 
1903. 10 fr. 

Tout III (r* Partie) : Les finances publiques et le 
budget de la France, Volume Ao \^^2 pages*, 1906. H fr. 

ToMi 111 ( W* Partie ) : Les travaux publics. 

{En préparation . ) 

GROVBAU (A.), Ingénieur de la Marine, ProfaMour k 
TEcole d'application du Génie maritime. — Architac- 

tnra navala. — Ganttniûtiaii pratiqua daa narirag 
da guarre. s Tolumes grand in-6 et un Atlai de 
II planches (E. I.) 

ToMi I : Plans et devis, — Matériaux, — Assemblant, 
Différents types de navires. — Charpente, — Rei^te^ 
ment de la coque et des ponts. Grand in-8, de 339 
pages avec 3oS figures et un Atlas de 11 planches 
in-j doubles dont i en trois couleurs; 1894. t8 fr. 

Toiu II : Compartimentage, — Cuireutement, — Paeois 
et garde-corps, — Ouvertures pratiquées dans la 
coque, les ponts et les cloisons, — Pièces roopor^ 
tées sur la coque, — Fentilasion. — Service a eau, 
— Gouvernails. — Corrosion et salissure. — Poids 
et résistance des coques. Grand in-8 de 6t6 pages, 
avec 359 figures; 1894. i5 fr. 
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DEHARME (E.)» In^^nieur de la Compagnie du Midi, Pro- 
fesseur du Cours de Chemios de fer à l'Ecole Centrale, 
et PULIX (A.)f Ingénieur des Arts et Manufactures, 
Inspecteur principal du Chemin do fer du Nord. — Che- 
mins de fer. Matériel roulant. Résistance des trains. 
Traction. Un tolume grand in>8 de xxii-44i p«gest 
avec 9$ figures et i planche; i8g5 (E. I.). i5 fr. 

— Ëtnde de la LocomotiTe. La Ghandiére. Gr. in-8 
de vi*6o8 p., avec i3t fig. at a pi.; 1900 (B. I.) i5 fr. 

— Ëtude delaLocomotiye. Mécanisme. Châssis. Types 
de machines. Un volume grand iii-8 de iv-712 p., arec 
a88 fig. et un atlas in-4 de 18 pL ; igoS (E. I.)- 35 fr. 

DENFER ( J.)« Architecte, Professeur à l'Ecole Centrale. 
— Charpenterie métallique. Meituiterie en fer et ser- 
rurerie, 3 folumes grand in-8. (E. T. P.) 

Tome l 1 Généralite's sur la fonte ^ le fer et l'acier, — 
Résistance de ces matérmuje, — Assemblage des 
éléments métalliques. — Chaînages^ linteaux et 
poitrails. — Planchers en fer, — Supports verti- 
caux, — Colonnes en fonte. Poteaux et piliers en 
fer. Gr. in-8, de 584 pages et 479 fig* ; 1894. ao fr. 

ToMi II : Pans métalliques, — Combles. — Passe^ 
reliée et petits ponts. — Escaliers enfer, — Serru" 
rerie : Ferrements des charpentes et menuiseries. 
— Paratonnerres, — Clôtures méialtiques, — Menui- 
serie en fer, — Serres et vérandas. Grand in-8 de 
6a6 pages avec 571 figures; 1894. ao fr. 

FABRE (G.), Professeur k la Faculté des Sciences de 
Toulouse; — Les Industries photo graphioues. Un 
volume grand in-8 de 584 pages, avec i83 figures; 
1904. (E. ].). 18 tr. 

FÉRET (R. ), ancien Élève de TÉcole Polytechnique, 
Chef du Laboratoire des Ponts et Chaussées à Houlogne- 

sur-Mer. — Etude expérimentale du Ciment armé. 

Expériences. Théorie et calculs. Bibliographie du Ci- 
ment armé. Recherches annexées sur les diverses 
résistances des mortiers et bétons. Grand in-8 de 
vi-778 p. avec 197 fig,; 1906. ao fr 

FJJPPL (Aug.), Professeur à l'Université technique de 
Mulhouse. — Résistance des matériaux et éléments 
de la théorie mathématiaue de l'Elasticité. Traduit 
de l'allemand par E. Habm, ingénieur diplômé de l'École 
Polytechnique de Zurich. Grand in-8 de 489 p., avec 
74 figures;i9oi. (E. I.) i5 fr. 

GESGHWIND (Lucien), Ingénieur chimiste. —Indus- 
tries du sulfata d'aluminium, des aluns et des sul- 
fates de fer. Etude théorique de l'aluminium, du fer 
et de leurs composés. Fabrication du sulfate d'alumi- 
nium^ des aluns et des sulfates de fer, Applications 
industrielles des suif aies d'aluminium et de fer. Carac- 
tères ana^ tiques au fer et de l'aluminium. Dosages. 
Méthodes d'analyse. Grand in-8» de viii-364 psges, avec 
195 figures; 1899. (E.l.) 10 fr. 

GESGHWIND (L.), Ingénieur-Chimiste, et SELLIER (E.), 
Chimiste, Lauréats des Chimistes de sucrerie et ae la 
Société industrielle de Saint-Quentin. — LabetteraTe 
agricole et industrielle. Grand in-8 de iv-668 pages 
avec i3e figures; 190a. (B. I.). 30 fr. 

QOUILLT (Alexandre), Ingénieur des ArU et Manufac- 
tures, Répétiteur de Mécanique appliquée à l'École Cen- 
trale. — Eléments et organes dos machinas. Un vol. 
grand in-8 de 4o6 pages avec 710 fig.; 1894. (E.l.) x3 fr. 

QUEDON (Pierre), Ingénieur, Chef de traction à la Com- 
pagnie générale des Omnibus de Paris. — Traité pra- 
tique des Chemins de fer d'intérêt local et des 
Tramways. Grand in-8 de 398 pages avec i4i figures; 
1901. (E. I.) IX fr. 

GUIGNET (Ch.-Er.), Directeur des teintures aux Manu- 
factures nationales des Gobeiins et de Beauvais; DOM- 
MER (F.), Professeur à TEcole de Physique et de Chi- 
mie industrielles de la ville de Paris, et GRAND- 



MOUGIN (E.), Ancien préparateur à l'Ecole de Chimie 
de Mulhouse. — Blanchiment et apprêts. Teinture et 
impression. Matières colorantes. Un volume grand 
in-8 de 674 pages, avec 345 figures et échantillons 
de tissus imprimés; 1895. (E. I.) 3o fr. 

HUBERT-VALLEROUX (P.), Avocat à la Cour de Paris. 
Docteur en Droit. — Les Associations ouvrières et 
les Associations patronales. (Cet ouvrage a obtenu 
le premier prix au concours deChambrun^i^ql^,) Grand 
in-8 de 36i pages; 1899. (E. 1.) 10 fr. 

JOANNIS (A.), Professeur à la Faculté des Sciences de 
Bordeaux, Chargé de Cours à la Faculté des Sciences 
de Paris. — Traité de Chimie organique appliquée. 
(E.l.) a volumes grand in-8 se vendant séparément. 

ToHK l : Volume de 688 p., avec fig.; 1896. ao fr. 
ToHB 1! : Volume de 718 p., avee fig.; 1896. i5 fr. 

LAPPAREMT (Hellride). Inspecteur sénéral de l'Aflrl- 
culture. ~ Le vlit et' 1 eau-de-yie de rin. introduc- 
tion, infiuence des cépages, des climats, des sols, etc., sur 
la queuté du vin. Le raisin, les vendanges, vinification, 
cuveries et chais. Le vin après le décuvage. Eau-de-vie. 
Économie et législation. Gr. in-8 de 54a p. avec iti fig. 
et a8 cartes dans le texte; 1895. (E. I.) xa fr. 

LEGHALAS (Georges), Ingénieur en Chef daa PonU et 
Chaussées. -^ Manuel de droit admiaistratil. Service 
des Ponts et Chaussées et des Chemins vicinaux, a volumes 
grand in-8, se vendant séparément. (E. T. P.) 

TouB 1 : Notions sur les trois pouvoirs. Personnel des 
Ponts et Chaussées, Principes d'ordre financier. Travattx 
intéressant jslusieur s services. Expropriations, Dommages 
et occupations temporaires. Grand in-8 de cxLvn-SSfi 
pages; 1889. ao fr. 

Tout II (!'* Paitib) : Participation des tiers aux dépenses 
des travaux publics, Adjudie<uions, Fournitures, Régie. 
Entreprises. Concessions, Gr. in-8 de 397 p..; 1893. 10 fr. 

— II* Partis : Principes généraux de police : Grande 
voirie. Simple police. Roulage. — Domaine publie : 
Consistance et condition juridique. Délimitation. Rede- 
vances et perceptions diverses. Produits naturels. Con- 
cessions, Occupations temporaires. Gr. in>8; 1898. 10 fr. 

LE VERRIER (U.), Ingénieur en chef des Mines, Pro- 
fesseur au Conservatoire des Arts et Métiers. — Métal- 
lurgie générale. Volumes grands in-8 (a5xi6) se ven- 
dant séparément. 

— Procédés de chauffage. Combustibles solides. Descrip- 
tion des combustibles. Combustibles artijfcieU, Emploi 
des combustibles. Chauffage par l'électricité. Matériaux 
réfractaires. Organisation d'une usine métallurgique. 
Données numériques. Volume de 367 pages avec 171 fig; 
1901. (E. I.) la ir. 

— Métallurgie générale. Procédés métallurgiques et 
étude des métaux. Minerais. Séchage. Caleination. 
Grillage. Opérations extraciives. Fusion et affinage. 
Thermochimie. Installations accessoires. Essais méea- 
niques. Action de la chaleur. Métallographie, Alliages 
annexes. Volume de 4o3 pages, avec 194 figures; 1905. 
(E.l.) lafr. 

LORENZ (H.), Ingénieur, Professeur à l'Université de 
Halle. — Machines frigorifî(Iues. Production et appli- 
cations du froid artificiel. Traduit de l'allemand ptar 
P. Petit, Professeur à la Faculté des Sciences de Nanèy, 
Directeur de l'Ecole de Brasserie, et J. Jaocxt, Ingé- 
nieur civil. Grand in-8 de ix-186 pages, avec iSi fi- 
gures; 1898. (E. I.) 7 ft. 

MARTENS (A.), Directeur du Laboratoire royal d'essais 
de Beriin-Charlottenbourg. — Traité des essais des 
matériaux destinés à la construction des machines. 

Méthodes, Machines, Instruments de mesure. Traduit 
de l'allemand avec Notes et Annexes, par PiEaaK 
BaEDiL, Chef de la Section des Métaux au Laboratoire 
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d'ensaU du Conservatoire national det Arts et Métiers, 
ancien Directeur du Laboratoire d'essais de In C* P.- 
L.-M. Grand in-8 (a5 x i6) de 671 po(vos, avec 558 fl- 
giircB et atlaa(25 x 16) de 3i planches; 190^1. 5o fr. 

MASONI (U.)* Directeur et Professeur de Tlnstitut d'Hy- 
draulique à l'Ecole royale des Ingénieurs de Nnpies.^ 

L'énergiB hydraulique et les récepteurs hydrau- 
liques. Grand in-8 (?.5xi(j) de iv-3'^o pn^jos, avec 
307 flgares; igoS. (E. I.) 10 fr. 

MEUNIER (Louis), Chef des travaux de Chimie à l'U- 
niversité de Lvon. Professeur à l'Ecole française de 
Tannerie, et vANET (Clément), a^réçô de l'Univer- 
sité. Docteur es Sciences, Professeur h 1 Ecolo française 
de Tannerie. — La Tannerie. Etu/te. Pré/taration et 
esini det matiiret premières. Théorie et pratique des 
diJféreiUeê mélbodes actuelies de tannage, Examen des 
produits Jahri^ués, Volume publié sous lu dircciion de | 
L^o VicMON, Professeur à l'Université de Lyon, Direc- 
teur de l'Erole de Chimie industrielle et de l'Ect^le 
française de Tannerie. Grand in-8 de 648 pages avec 
98 figures; tgo3. (E. I.) ao fr. 

NIBWEN0L0V7SKI (Paul), Ingénieur du corps des 
Mines. — Précis d'Electricité. Grand in-8 (a5 x iC) 
de ii-'iuo pages, avec 6^1 figures; 1906. 6 fr. 

OGAONE (Maurice d'), Ingénieur des PonU et Chaus- 
sées, Professeur à l'Ecole des Ponts et Chaussées, Ré- 
pétiteur à l'Ecole Polytechnique. — Cours de Géomé- 
trie descriptiTo et de Géométrie infinitésimale. Or. 
ln-8 de xi-438 pages, avec 3.^|0 llg.; 1896. (B.T.P.) 12 fr. 

RO0GHÉ (Eugène), Membre de l'Institut, Professeur au 
Conservatoire des Arts et Métiers, Examinateur de 
sortie à l'Ecole Polytechnique, et LEVT (Lucien). Ré- 
pétiteur d'Analyse et Eiamlnateur d'admission à 1 École 
Polytechnique. — Analyse infinitésimale à Cutage 
des Ingénieurs, a volumes grand in-8, se vendant sépa- 
rément. (E. T. P.) 

To» I : Calcul différentiel. Dérivées et différentieUrs, 
Changements de ifariables. Séries. Formules de Taylor, 
Courbes planes et gauchit. Surfaces» Congruénces. 
Complètes, Lignes tracées sur les surfaces. Volume 
grand in-8 de xni-557 pages, avec 45 figures; 1900. i5 fr. 

ToMi 11 : Calcul intégral. Intégrales indéfinies et 
définies. Séries de Fourier, Fonctions elliptiques. Equa- 
tions différentiel te s ordinaires et aux déri¥ées par- 
tielles. Calcul des variations. Volume ln-8 de 839 pages; 
1903. là fr. 

SGHŒLLER (A.) Ingénieur des Arts et Manufactures, 
Chef adjoint des services commerciaux à la Compagnie 
du Nord, etFLEURQUIN (A.), Inspecteur des services 
commerciaux h la même Compagnie. — Chemins de 
fer. Exploitation technique. Grand in-8 de vii-4o.s p , 
avec 109 flgurcs; 1901. (E. I.) 
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oas 



AIDE-MÉMOIRE. 

rUBLIÉI sous LA DimiCTIOM DX M. LÉAOTS, 

Membre dé rinslUal. 



13 fr. 

TOLDT (Friedrich), Ingénieur, Piolci^seiir 2i TAcadcmie 
impériale des Mlnea de Léoben. — Traité des Fours à 

S ai à chaleur régénérée. Détermination de leurs 
imensions. Traduit de Tallemand sur la a* édition 
revue et développée par l'Auteur; par F. Dommir, 
Ingénieur des Arts et Manufactures, Professeur k 
l'Eeole de Physique et de Chimie Industrielles de la 
Ville de Paris. Grand in-8, de 393 pages avec 68 figures; 
1900. (E. I.) II fr. 

VICAIRE (?.)> Inspecteur général des Mines. — Cours 
de Chemins de fer ( Cours de l'Ecole nationale supé- 
rieure des Mines). Matériel roulant. Traction, Foie. 
Exploitation. Rédigé et terminé par F. Mairom, Ingé- 
nieur au Corps des Mines. Grand in-8 de Ô8f pages, 
avec de nombreuses flguies; 190.3. (E. I.). Qofr. 



COLLECTION DR VOLUMBS PBTIT Ilf-8. 

Chaque volume est vendu séparément : 

Broché 2 fr. 5o c. | Cartonné, toile anglaise. 3 fr. 

Le prospectus détaillé est envoyé franco sur demande. 

Cette publication, qui se distingue pur son caractère pra- 
tique, reste cependant une œuvre hautement scientifique. 

Elle embrasse le domaine entier des Sciences appliquée*, 
depuis la Mécanique, rÉIectricIté, l'Art de l'Ingénieur, la 
Physique et la Chimie industrielles, etc., jusqu'à TAgro- 
nomie, la Biologie, la Médecine, la Chirurgie et l'Hygiène. 

Chaque volume, signé d'un nom autorisé, donne, sous 
une formé condensée ^ l'état précis de la Science sur la 
question traitée et toutes les Indications pratiques qui s'y 
rapportent. 

La publication est d irisée en deux Sections: Section 
de l'Ingénieur, Section du Biologiste, qui paraissent 
simultanément depuis férrier 1892 et se continuent avec 
régularité de mois en mois. 

Les Ouvrages qui constitueront ces deui Séries permet- 
tront à l'Ingénieur, au Constructeur, à l'Industriel, d'éta- 
blir un projet sans reprendre la théorie; au Chimiste, au 
Médecin, à l'Hygiéniste, d'appliquer la technique d'une 
préparation, d'un mode d'examen ou d'un procédé sans 
avoir à lire tout ce qui a été écrit sur le sujet. Chaque vo- 
lume se termine par une Bibliographie méthodique per- 
mettant au lecteur de pousser pins loin et d'aller aux 
sources. 



DERNIERS VOLUMES PARUS. 

SECTION DE L'IK6É!«IBUR. 



Périsse (R.)i Infrénieur Sj^ronome. — léC chauffage des 
habitations par les calorifères (35 fig.). 

Brunswick (E.-JO* Ingénieur électricien, et AUamet. 
Ingénieur au chemin de fer du Nord. — Construction 
det induits à courants continus. Manuel du bobinier 
(53 fig.). 

Trnchot (P.), Ingénieur chimiste. — Les petits métaux, 
Titane, Tungstène, Molybdène. 

Astruc (Henri), Ingénieur agricole, Préparateur à la «ta* 
lion œnologique do l'Hérault. — /> Finaigre.{i6 lig.)» 

Grillet (Louis), Inspecteur du Travail dans l'Iudustrie. 
Législation des accidents du travail, 

Dariès (G.), Ingénieur nu Hervicn des Eaux àq la Ville de 
Paris. — Calcul des conduites d'eau, 9* édition (4'l^6-)* 

Fabry ( Gh. ), Professeur de Physique induitriflle à la 
Faculté des Sciences de Marseille.— Les piles électriques , 
1* édition ( .'h lig.). 

Brunswick et Aliamet, Ingénieurs électriciens. — Cons- 
truction des induits à courant continu. Partie mécanique, 
(35 fig.). 



— 21 - 



Grilldt (IjOllis)f [uspGcteiir du Travail dans l'Industrie. 
La réglementation du travail dant l'induttrir, 

Varenne (E.)i Docteur do rCJniversitê de Taris. — 
L'alcool dénaturé. 

Frîckor (M.)> Incéuieur de» Constructions navales. — 
Rivelage (4o (!{;.). 

Orillet (Louis), Inspecteur du Travail dans l'industrie. 

— Jfy/fiène du ira vaiitUns les établissements industriels 
et commerciaux {\) W^,). 

Grillet (Louig), Inspecteur du Travail dans l'Industrie. 

— ÎM sécurité du travail dans V industrie ( 2f> fi(;. ). 

Rigaud (F.), ancien Ingénieur des Mines, Kxpert près la 
Cour d'Appel <le Paris. — Préparation mécanique Jet 
minerais. Résumé pratique ( \ fig. ). 

Petit (G.}, In^;éni«'ur civil. — Céruse et Itlanc de linc. 



SECTION PU BIOLOGISTE. 

Charrin (A.), Médecin des hôpitaux de Paris. — Ae» | 
poisons de l'organisme. Poisons du tube digestif, a' édi- 



fierthault (F.)i Professeur à TÉcolc nationale d'Agricul- 
ture de Gri{;iion. — Les prairies. Prairies artificielles 
et prairies temporaires (lo fig.). 

Beraé ( A.)r Médecin des Hôpitaux. — Guide de t'étudiant 
à V hôpital. Règles et procédés de la clinique technique 
des autopsies. ** édition (i ligure). 

Vires (Joseph), Prolesseur agrégé à la Faculté de Mé- 
decine de Montpellier. — L'hérédité de la tuberculose . 

fiodin ( E. ), Professeur de Bactériologie à l'Université 
de Rennes. — Les conditions de l'infection microbienne 
et l'immunité {'^ fig.). 

Labit (H.) et Polin (H. )i Médecins principaux de 



'armée. — Le périt vénérien, avec une préface de M. le 
irofesseur Foor.nier, Membre de rAcadémic de Médc- 



I 

profd 

eine. 



poisons 
tion. 



Bérard 



(L.)i Chirurgien des HApilaux, et Potel (M.), 
Profesfceur agrégé à la Faculté do Médecine de Lyon. 
— I^s formvs chirurgicales de la tuberculose intes» 
tinale. 



Lafont ( P. ), Ingénieur agricole. — l*Jpiculture (6'| !ig. 
et I carte ). 

Ménétrier (P.)i Professeur agrégé, Méd(icin de THôpital 
Tenon. ctÀubertin (Gh.), ancien Interne des hôpitaux 
de Paris. — La Leucémie myéloïde. 

Jeanselme (D' E.), Professeur agrégé de la Faculté de 
Médecine Médecin de l'Hôpital Tenon. — Le béribéri 

{■> fig.). 

(Décembre 190O. ) 
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